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Introduccion

Los limtes inversos han contribuido al desarrollo de la Teoria de Continuos, a
partir de esto se pudo construir nuevos continuos y estudiar propiedades topoldgi-
cas como conexidad, unicoherencia, encadenabilidad y més. Los limites inversos
ordinarios se definieron a partir de funciones continuas, después se utilizan fun-
ciones conjunto-valuadas, a lo que les llaman limites inversos generalizados.

En esta tesis se pretende estudiar los limites inversos generalizos de manera
particular analizaremos la propiedad de conexidad, mostraremos que condiciones
son necesarias para que un limite inverso generalizado sea conexo. Analizamos
algunos de los resultados mas importantes que se han aportado acerca de este
tema.

En el primer capitulo daremos los conceptos bésicos, la notacién y resultados
importantes para los siguientes capitulos. En el capitulo dos mostraremos resulta-
dos sobre que condiciones un limite inverso generalizado es conexo. Y el ultimo
capitulo estudiamos condiciones para que el limite inverso sea no conexo, usando

como herramienta a las CC-sucesiones introducidas por Sina Greenwood.
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Capitulo 1

Conceptos basicos y notacion

Dado X es un espacio topolégico, 2% es la coleccién de los subconjuntos
cerrados no vacios de X y C'(X) la coleccion de los conjuntos cerrados conexos

de X. A una funcién f : X — 2" la llamaremos funcién conjunto-valuada.

Definicion 1.1. Un continuo es un espacio topolégico conjunto conexo, compacto,

métrico y no vacio.

Definicion 1.2. Dada una funcién conjunto-valuada f : X — 2¥ si, X yY son

continuos, entonces llamaremos a f continuo-valuada.

Definicion 1.3. Sean X y Y espacios compactos de Hausdorff, diremos que f :
X — 2Y es una funcion semicontinua superiormente en el punto v € X, si para
V abierto en'Y que contenga a f(x), existe un abierto U en X, con x € U tal que
siu € U entonces f(u) CV, f es llamada semicontinua superiormente siempre
que sea semicontinua superiormente en cada punto de X. La denotaremos como

usc por sus siglas en inglés.

Dada una funcién f usc, su grafica la denotamos por I'( f) y la definimos como

I(f) ={(z,y) € X xY :y € f(x)}.

Diremos que f es sobreyectiva si para cada y € Y, existe x € X tal que

y € f(z). Ademas, la funcién f~! : Y — 2% es la inversa de f definida como

Ty ={reX:ye flx)}



2 Conceptos basicos y notacion

paracaday € Y y su grafica es
I ={(y,2): (x,y) € G},

Dadas f : X — 2¥ y g : X — 2Y dos funciones conjunto-valuadas, diremos

que f y g tienen punto de coincidencia siempre que exista x € X tal que f(z) N

9(x) # 2.

o0
Consideremos una sucesion de conjuntos compactos { X };en, entonces [ [ X;
i=1
es el producto de { X, };cn, con la topologia producto. Cada elemento del producto

lo denotamos como x = (z1,%2,...). Paracadai € N, seam : [[ X; — Xj,
j=1
definida como 7;(x) = ;.
Sim,n € Ny m < nentonces [m,n] = {i € N:m < i <n}. Supongamos
que X = [[ X; 0 X = [] X, para algunos m,n € N. Sea B = {iy,is,...} C

1€EN [m,n]
N, B puede ser finito o infinito, no se asume que los elementos de B estan escritos
de manera creciente. Entonces mp denota la proyeccién de X sobre [ X;. Es
i€B
decir, si x € X entonces mp(x) = (4, Zi,, - ..). Si B solo tiene dos elementos,

digamos B = {j, k}, escribimos simplemente 7, .

Definicion 1.4. Sea {f;}icn una sucesion de funciones tal que para cada i € N,
fi : Xip1 — 2% es una funcién conjunto-valuada. El limite inverso de la sucesion
{fi, X;} denotado por, lim{ f;, X;} es definido como

—

l(l'in{fi,Xi} =<{xe€ HXi :x; € fi(xi1) para cadai € N

i=1

Las funciones f; son llamadas funciones de ligadura y cada espacio X; es
espacio factor. Para m < n, f,,, representa la composicién de funciones, es de-
cit, frun = fm © fma1©...0 fn_1 . La notacién hén f representa lo mismo que
l{lln{f i, X;} cuando los espacios factores son los mismos y las funciones de liga-

dura, son también la misma.



Para cada n € N representaremos por G, al conjunto

i=1

{(xl,xg, ceyTy) € HXi C(wig, 1) € G(fl)} .

Y por GG/, al conjunto:

o
!/
G, =G, x [] X
j=n+1
Definicion 1.5. Si X es un espacio topolégico diremos que C' es una componente

de X si es un subconjunto conexo mdximo de X.

1.1. Resultados previos

A continuacién mostraremos resultados importantes que nos ayudardn en los

siguientes capitulos.

Teorema 1.1. Supongamos que X, Y son espacios compactos de Hausdorff'y M
un subconjunto de X XY, tal que para toda x € X, existe y € Y con (z,y) € M.
Entonces M es cerrado si y sélo si existe una funcion usc f : X — 2Y tal que

M =T(f).

Demostracion. Primero demostraremos que si f : X — 2¥ es una funcién usc
entonces I'(f) es cerrada. Sea p = (p1,p2) € X x Y, con p & I'(f). Entonces
po & f(p1), como los espacios compactos de Hausdorff son regulares, existen dos
subconjutos abiertos V' 'y W en Y tales que po € V'y f(p1) € W. Puesto que
f es usc, existe un abierto U de X que contiene a p; tal que si ¢t € U entonces
f(t) CW.AsiU x V esun abierto de X x Y que contiene a p y que no intersecta
al'(f). Porlo que I'(f) es cerrado.

Ahora supongamos que M es cerrado. Para cada x € X definamos

flx)={y €Y :(v,y) € M}.

Dado que M es cerrado, f(z) es cerrado para cada = € X. Veamos que f es usc,



4 Resultados Previos

seax € X y V un abierto en Y con f(z) C V. Si f no fuera usc en z, entonces
para todo abierto U, con x € U, existen z € Uy (z,y) talesque y ¢ V.

Para cada abierto U que contiene a x, denotamos por My = {(p,q) € M :
p € Uyq & V}. Observemos que si U y U’ son abiertos que contienen a = y
U C U, entonces My C My De esto se sigue que la coleccion M de todos
los conjuntos cerrados My, tiene la propiedad de la interseccion finita. Dado que
X x Y es compacto, existe un punto (a, b) que estd en todos los elemententos de
M. Cada elemento de M es un subconjunto de M, ademds (a, b) pertenece a M
y b € f(a). Dado que x es el tinico punto para todos los conjuntos U, a = z.
Ademas, b ¢ V. Esto contradice el hecho que b € f(x). O

Con este teorema podemos asegurar que toda grafica de una funcion usc es
cerrada. El siguiente resultado ayudara a probar que el limite inverso es distinto

del vacio.

Teorema 1.2. Supongamos que {f;, X;} es una sucesion inversa y para cada
i € N, X; es un espacio compacto de Hausdorff. Entonces G, = G, x [] X; es
un conjunto compacto, no vacio, para cadan € N. o

Demostracion. Mostraremos que GG, es cerrado para cadan € N. Seann € Ny
x € X \ G, entonces existe i € N tal que x; ¢ f;(x;11). Por el Teorema 1.1,
['(f;) es cerrada, entonces existe un conjunto abierto U; 1 x U; € X; 1 x X tal

que (Ui x U;)) NT(f;) = @. Sea

O:X1XX2X"'><UZ'XUZ'+1X H Xj,

§>it1

que contiene ax y siy € O entonces y; & fi(yi+1), es decir, y € G',. Asi G/, es
cerrado y como [] X; es compactoy G, C [] X, tenemos que G/, es compacto.

Para ver quelé)% es distinto del vacio. T(I)?I?emos y € [] Xi, donde sus coor-
denadas son elegidas de la siguiente manera, sea ¥,, € Xz,j,opara 0 <7< nsea
y; € X; tal que y; € fi(y;+1) y parai > n podemos tomar cualquier elemento de

X;. U

Teorema 1.3. Sea {X;, f;} una sucesion, tal que X; es un espacio de Hausdorff

para todo i € N. Entonces K = lim{ X, f;} es no vacio y compacto.
<—



Demostracion. Por teorema anterior tenemos que (G, es compacto y no vacio para
cada n € N. Notemos que si i < j, entonces G; C G, por lo que el conjunto

{G., : n € N} tiene la propiedad de la interseccion finita. Asi [ G, es no vacio
neN
y compacto. Ahora veamos que

G, =K.

neN

Seax € () G/ entonces x € G/, paratodon € N. De aqui z,, € f,,(x,41) para
neN
todo n € N. Por lo tanto x € K.

Seax € K, entonces x,, € f,(x,.1) paratodon € N. Asi, x € G/, para todo
n€N. Porloquex € [ G.. O

neN
El siguiente teorema se utilizara en el siguiente capitulo. Su demostracion se

puede cnsultar en [9, Teorema 4.1, p. 122].

Teorema 1.4. Supongamos que X y 'Y son espacios compactos de Hausdorff. Si
X es conexo, f : X — 2Y es usc, y para cada x € X, f(x) es conexo, entonces

['(f) es conexo.

Teorema 1.5. Supongamos que { X;};cn una sucesion de subconjutos cerrados de
[0, 1] y { f: }ien es una sucesion de funciones usc sobreyectivas tal que f; : X;11 —
2% para cadai € N. Sim,n € Nconm <nyq€ X, p € X, con q € frn(p)

entonces existe x € lim{X;, f;} tal que x,, = qy x, = p.
—

Demostracion. Seanm,n € Nconm <nyq€ X,,,p € X, conqg € fr.(p).Si
1 <i < m entonces sea z; tal que z; € f;(x;11). Como q € f,..(p), existe z; tal
que z; € fi(z;41) conm < i < n. Dado que f; es sobreyectiva para todo i € N,

existe r;11 € X, tal que z; € f(x;41), paratodo i > n. Sea

X = (xlum%pa ey @y Tty - - ')7

notemos que x cumple la definicién de limite inverso. Por lo que x € lim{ X}, f;}.
pa
[

Proposicion 1.1. Sean g, f : X — 2% funciones multivaluadas usc tales que
- { Cli
D(f) € T(g) entonces lim{X, f} C lim{X, g}.
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Demostracion. Sea x € im{X, f}, entonces z; € f(x;,1) paratodai € N, de
‘—
aqui que (x;41,2;) € I'(f) y como I'(f) C I'(g) tenemos que (x;41,z;) € ['(g),
asi x; € g(x;41) paratoda ¢ € N. Por lo tanto, x € lim{ X, g}. O
—



Capitulo 2
Conexidad

En este capitulo mostraremos algunos resultados sobre la conexidad de los
limites inversos generalizados. Veremos la relacion entre ellos y ejemplos para

entenderlos mejor.

2.1. La Conexidad en los limites inversos

Los primeros resultados sobre conexidad en limites generalizados fueron da-
dos por T. W. Ingram y W. S. Mahavier en [6] y [9]. A continuacién damos resul-

tados previos para llegar al teorema principal.

Teorema 2.1. Supongamos que X y Y son espacios compactos de Hausdorff, Y
es conexo, f : X — 2Y es funcion usc tales que para caday € Y, {r € X : y €

f(z)} es no vacio y conexo. Entonces T'(f) es conexo.

Demostracion. Sea M = T'7'(f). Obsevemos que M es cerrado si y solo si
M~ es cerrado. Por el Teorema 1.1 M ! es grafica de una funcién usc continuo-

valuada definida de Y a 2¥. Por el Teorema 1.4 M ! es conexo. O]

Teorema 2.2. Supongamos que {X;}icn es una sucesion de espacios continuos
de Hausdorff y { f; }ien es una sucesion de funciones de ligadura usc tal que f; 1 :
Xi — 2%, Si fi(z) es conexo para cada v € X;.1. Entonces G, es conexo

para cadan € N.
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Demostracion. La prueba se hara por induccion sobre n. Para n = 1 el resultado
se cumple por Teorema 1.4. Supongamos que se cumple el teorema para n. Por

hipétesis de induccidn el conjunto:

n+1
G2,n+l = {(132,3737 .- 756n+1) € HXi IS fi(xi+1)}

i>2

es conexo.
Si H y K son conjuntos cerrados tales que G,,.1 = HUK yh : G,y1 —
Gl2.,+1 es una funcion definida como h((xy, 22, ..., Zn11)) = (22, ..., Tpy1), €0-
tonces h es continua y h(H U K) = Gy,,4+1. Asi, existe p € h(H) N h(K) y el

conjunto
{r €Gpy1 21 € fi(lpe)yar; =pipara2 <i<n+1}

es un conjunto conexo que intersecta a los conjuntos ' y K. De aqui que H y K

no son disjuntos. Por lo tanto GG, es conexo. O

Teorema 2.3. Supongamos que para cada i € N, X; es un continuo de Hausdorff

yparacada x € X1, f;(x), es conexo. Entonces para cadan € N, G', es conexo.

Demostracion. Sean € N. Por el Teorema 2.2 se tiene que (5, es conexo y dado

que X; es conexo para cada i € N. Se tiene que G/, es conexo. [

Teorema 2.4. Supongamos que {X;}icn es una sucesion de continuos de Haus-
dorff'y { fi }ien es una sucesion de funciones usc tales que f; : X;11 — 2% y para
cada x; € X;, {ri41 € Xiy1: w5 € fi(2i41)} es no vacio y conexo o bien f*(z;)

es no vacio Yy conexo, entonces Gn és conexo.

Demostracion. El resultado lo mostraremos por inducciéon Lo haremos por in-
duccién. Para n = 1 el resultado se cumple por el Teorema 2.1. Supongamos
que el resultado se cumple para n. Sean H y K son conjuntos cerrados tal que
Gp+1 = H U K. Definimos la siguiente funcién h : G, 11 — G,, como

h((x1, 22, ..« Tpy Tng1)) = (T1, -0, Tn),



notemos que h es continua, entonces
h(HUK) =h(H)UWK) =G,

dado que por hipétesis de induccién G, es conexo, por lo que existe p € h(H) N
h(K). El conjunto

{X S Gn—H LTy = pi71 S l S n,yT, S fn(xn-i—l)}

es conexo que intersecta a H y K. Por lo que H y K no son disjuntos. ]

Teorema 2.5. Supongamos que para cada 1 € N, X; es un continuo de Hausdorff,
fi: Xip1 — 2% esuscy para cada v; € Xy, {xis1 € Xiy1: 2 € fi(wip1)} esno

vacio y conexo. Entonces para cadan € N, G/, es conexo.

Demostracion. Sean € N. Por el Teorema 2.4 2.2 se tiene que (G,, €s conexo y

dado que X, es conexo para cada i € N. Se tiene que GG/, es conexo. [

De los teoremas 2.3 y 2.5 se puede concluir los siguientes resultados.

Teorema 2.6. Supongamos que para cada i1 € N, X; es un continuo de Haus-
dorff, fi : Xi1 — 2% es usc y para cada v; € X, fi(z;) es conexo. Entonces

lim{ f;, X;} es un continuo de Hausdorff.
H

Demostracion. Por el Teorema 1.3 para cada ¢ € N, G/, es compacto y por el

Teorema 2.3, G/, es conexo y como (| G|, = lUm{ f;, X;} se tiene que lim{ f;, X;}
neN — —

es un continuo de Hausdorff. ]

Teorema 2.7. Supongamos que para cada i € N, X; es un continuo de Hausdorff,

fi: Xip1 — 2% esuscy para cada xv; € Xy, {xip1 € Xiy1: 2 € fi(wip1)} esno

vacio y conexo. Entonces, im{ f;, X;} es un continuo de Hausdorff.
F

Demostracion. Por el Teorema 1.3, para cada ¢ € N, G/, es compacto y del Teo-

rema 2.5 G/, es conexo y como

() G, = lim{f;, X;}

neN

se tiene que lim{ f;, X;} es un continuo de Hausdorff. O
—
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En [11] T. W. Ingram prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Supongamos que {X;};cn es una sucesion de conjuntos cerrados
de [0,1] y { fi }ien es una sucesion de funciones usc tal que f; : X; 1 — 2% para
cada i € N. Entonces, 1(211{ fi, Xi} es un continuo si 'y solo si G, es conexo para
cadan € N.

Demostracion. Sea K = lim{f;, X}, por el Teorema 1.3,
—
K=()G,
n>0

y G, es compacto para cada n € N. Si GG, es conexo para cada n € N, entonces

K es un continuo, por ser la interseccion de continuos anidados.

Si suponemos que K es conexo, entonces 7 41 (/&) es conexo para cada n €

Ny como

G es conexo. N

A continuaciéon mostramos un ejemplo donde el limite inverso es conexo, co-

mo concecuencia de los teoremas anteriores.

Ejemplo 2.1. Consideremos la siguiente funcién f : [0,1] — 2% dada por

Sea M = 1im{X,, f;}, donde X; = [0,1] y f; = f para cada i € N. Ver Figura
—
2.1. Notese que se cumplen las hipotesis del Teorema 2.3, y por lo tanto M es

conexo.



11

(1.1)

(1,1/2)

(0,0)

Figura 2.1: T'(f)

Ejemplo 2.2. Sea f : [0,1] — 2%U definida como f(x) = {0,z}, ver Figura
2.2 del lado izquierdo. Notemos que la imdgen de cada punto del dominio de f
no necesariamente es un conjunto conexo. Sin embargo si obtenemos a f~*, ver
Figura 2.2 del lado derecho. Observamos que la imdgen de cada elemento del
dominio de f~1 es un conjunto conexo, de esta manera el Teorema 2.7 garantiza

que el lim f es conexo.
H

Figura2.2: T(f) y T'(f 1)
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El siguiente ejemplo muestra que las hipdtesis de los Teoremas 2.6 y 2.7, no

son necesariaspara que el limite inverso sea conexo.

Ejemplo 2.3. Sea f : [0,1] — 2%V dada por f(t) = {t,1 — t}, ver Figura 2.3.
Sea K = 1im{X;, f;}, donde X; = [0,1] y f; = f para cada i € N.
H

(1,0

©,0) (10

Figura 2.3: I'(f)

Notemos que la funcion de ligadura f no cumple con las condiciones de los
Teoremas 2.5y 3.6, existen x € [0, 1] tales que f(x) no es conexoyy € [0, 1] tales
que [~ (y) no es conexo.

No es dificil ver que K es homeomorfo al abanico de Cantor, donde v =
(%, %, .. ) es el vértice y la base del abanico es homeomorfo al conjunto de Cantor
dado por 1(1'31{{0, 1}, flioay }- Sic € C el arco que une a cy v es el limite inverso
1£H{Ji, g:}, donde para cada i € N, J; es el intervalo que une a ¢; y % y g; es el

homemorfismo que tiene como punto fijo a 5 y I'(g;) C T'(f).

Con los ejemplos anteriores podemos darnos cuenta que no son suficientes las
condiciones. Sin embargo mas adelante veremos mas resultados.

Ingram sigui6 trabajando sobre conexidad en limites inversos pero con una so-
la funcién de ligadura y que su gréfica se vea como unidn de graficas de funciones
y con puntos de coincidencia. A continuacion los mostramos y se puede consultar
en [6].
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Lema 2.1. Supongamos que {X;};cn es una sucesion de espacios compactos de
Hausdorffy f; - Xit1 — 2% esusc paracadai € N. Sin €N, g: X,,;; — 2%
es usc tal que f, y g tienen puntos de coincidencias, f; es sobreyectiva para cada
i > n, y {pitien es una sucesion de funciones tal que ¢; = f;, parai #+ n'y

©n = g, entonces lim{ X, f;} y im{ X}, ¢;} tienen un punto en comiin.
— —

Demostracion. Puesto que f,, y ¢ tienen punto de coincidencia, existe t € X,

tal que f,,(t) N g(t) # 9, sea z € f,(t) N g(t). Dado que f; es sobreyectiva para

i > n, por el Teorema 1.5, existe x € lim{X,, fi} talque x,,41 =ty z, =2y
—

como z € ¢g(t), por lo tanto x € lim{ X}, ¢;}. O
H

Definicion 2.1. Supongamos que X, Y son espacios compactos de Hausdorff y
F es una coleccioén de funciones conjunto-valuadas que van de X a 2¥. Una
funcion f € F es universal con respecto a F si tiene puntos de coicidencia con

cada elemento de F.

Definicion 2.2. Sean f : X — 2¥ y g : X — 2Y, y I(f), ['(g) sus grdficas
correspondientes. Diremos que h : X — 2¥ es union de las funciones f y g si su

grdfica es la

Teorema 2.9. Si F = {g: X — C(X) : gusc } y f1 € F una funcién sobreyec-
tiva y universal respecto a F y f : X — 2% es una funcion tal que es unién de
las grdficas de las funciones en F . Ademds si f; = f para cada i € N entonces

lim{ X, f} es un continuo.
—

Demostracion. Demostraremos la conexidad. Sea f; € JF universal con respecto
a F y sobreyectiva. Sean x € lim{ X, f1} yy € lim{X, f}, entonces y; € f(y;+1)
para toda i € N, como f es ITnién de las gréﬁcg de las funciones de F, existe
©1, P2, ... € F una sucesion tal que y; € ¢;(y;+1) para cada i € N. Definimos los

Siguientes ConjuntOS
C7 = lim{X
1 { ; fl}

y paran > 1,
Cn = IE{Xa 9}7

donde g es la sucesion

8017(;027'--acpnflafl:fla"'a
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como podemos ver en el siguiente diagrama
Xi+— Xo+— Xg¢— - — X, 1+ X, «— ....

Por el Teorema 2.6 C,, es un continuo para cada n € N, pues las funciones de
ligadura son continuo-valuadas. Ahora, por el Lema 2.1, C,, N C),,1 # &, pues f;
es universal y tiene punto de coincidencia con ; paratodai € N. Asi, C' = |J C;
es un conjunto conexo. Dado que f; es sobreyectiva, para cada n € N, ggste

p" € C, tal que m;(p™) = y; con i < n, es decir,

pTL = (yla Y2,y Yn—1, ynapz+1apz+27 c )

de aqui que p" € C,, es decir, 7; ' (y;) es un subbdsico tal que 7; ' (y;) N C,, # &
o bien 7; }(y;) N C # @, pues C,, C C porloquey € C conx € C. Dado que C
es conexo, C' es conexo. Por tanto lim{ X, f} C C.

Por otra parte tenemos que I'( f<)_es la unién de las funciones de F, entonces
Dlp) C D(f) para toda i € Ny () € I(/). por lo que C, C lin{X, f} para
toda n € N, por la Propiedad 1.1

c=Jac lim{X, f},

>0

por lo tanto C' C lim{X, f} C C. Con lo que concluimos lim{X, f} es conexo.
— —
[]

Retomando el Ejemplo 2.3 podemos aplicar el teorema anterior ya que se cum-

ple con todas las hipétesis. Y por lo tanto K es conexo.

Ejemplo 2.4. Sean g, definida como

[ {0,2} si

(e}
IN
8
(VAN
=

gi(r) =14 0 St i<:c<1
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Y go como
1—2 S1 nggi

gr)=4¢ 20—-3 si

1 <r <

~lw
0 |~3

| —4x -3 st <zxr<l1

|

Sea F = {q1, 92}, la grdfica de F se ve en la Figura 2.4.

(0,1) amn

N
A=

(0,0) (1,0

Figura 2.4: La gréfica de F

Si f = T'(g1) UT'(g2), entonces im{X, f} no es conexo, pues podemos ver
<+—
que existe x € [0, 1] tal que g,(x) no es conexo .

A continuacién daremos otras condiciones para obtener un limite inverso co-

nexo que también fue hecho por Ingram T. W. en [6], pero previamente daremos
un lema.

Lema 2.2. Sean f : [0,1] — [0, 1] es una funcion continua tal que

fQ([Ov 1]) = f([()? 1])7

sit € f([0,1)]), y fi = f para cada i € N. Entonces existe x € 1im{|0, 1], f} tal
(_
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que r1 =t.

Demostracion. Sean t € f([0,1]) y x; = t. Como f(f([0,1])) = f([0,1]) y
t € f([0,1]), existe x5 € f([0, 1]) tal que f(z2) = 1. De manera similar, puesto

que 2 € f([0,1]) = f(f([0,1])), existe x5 € f([0,1]), tal que f(z3) = .

Continuando de esta manera obtenemos x = (1, %2, z3,...) € Im{X, f}, con
(—

I = t. U]

Teorema 2.10. Supongamos que F es una coleccion de funciones continuas de

0,1] a [0,1] tal que fi € F cumple con las siguientes condiciones:

1. f1([0,1]) es no degenerado.

2. Sig € F, existe un punto p, € f1([0,1]), tal que f1(py) = g(py)-
3. Si g € F entonces g(f1([0,1])) = ¢([0, 1)).

Si [ es una funcion tal que es union de las grdficas de las funcionesen F'y f; = f

para cada i € N entonces im{ X, f} es un continuo.
—

Demostracion. Sea'y € lim{X, f}. Existe una sucesion o1, @, @3, ... tal que
—

0i € Fy@i(yir1) = yi, paracada i € N. Sea
CYl = lgn{Xv fl}

y para cada n € N, (), es el limite inverso cuya sucesién de las funciones de

ligadura estan dadas por

V1,2, ~;90n—1,f1,f1, e

Usando la condicién (2) y aplicando el Lema 2.1 tenemos que C; N Ciq # &
para cada i € N. Asi C' = |J C; es conexo. Si t = y,, por el Lema 2.2 existe
>0
x € lim{X, f,} tal que 1 = y,. El punto p, = (y1, %2, - - -, Yn, T2, T3,...) estd
.(—

enC,y
1

2_7],.

Ast, Iim{ X, f} c C, pero C' C lim{X, f}. Por lo tanto, lim{ X, f} es un conti-
— — — -

nuo.

d(y,pn) <
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Van Nall en [12] se muestran resultados relacionados sobre conexidad en don-
de se consideran con limites inversos con una sola funcién de ligadura cuya grafica
se puede ver como la unién de otras graficas de funciones, como lo podemos ver

en seguida.

Teorema 2.11. Supongamos que X es compacto y métrico, y {Fy}acn es una
coleccion de subconjuntos cerrados de X x X tal que para cada x € X y para
cada o € A, el conjunto {y € X : (x,y) € F,} es no vacio y conexo. Si

F = |J F, es un subconjunto cerrado y conexo de X x X,y para caday € X,
a€A

el conjunto {x € X : (x,y) € F'} es no vacio. Entonces lim F' es conexo.
—

Demostracion. Renombramos G; = X y paracadan > 1, sea
G, ={(z1,29,...,2,) € .HXi ‘(xip1, ;) € Fparai =1,...,n—1}
yparacadan > 1y a € A, sea
Gna ={(x1,29,...,2,) € Gy : (v2,21) € F, }.

Entonces, cada G, es compactoy G, = |J G, 0.
a€A
Notemos que G5 es homeomorfo a F'. Asi G; y (G5 son conexos. Suponga-

mos que para n > 2, G,,_; es conexo. Sea ¥, : G,, — G,_; la funcién
continua definida por V,(x) = m,(x). Sty = (y1,¥2,---,Yn-1) € Gn_1,
entonces ¥ (y) = {(2,y1,92,---,Yn_1) : (y1,2) € F,} es homeomorfo a
{2z : (y1,2) € F,}, lo cual por hipétesis es conexo y no vacio. Ademas, ¥, es una
funcién mondtona y sobreyectiva definida en un conjunto compacto y conexo. Se
sigue que G, ,, es conexo para cada o € A.

Como para cada y € X el conjunto {z € X : (x,y) € F} es no vacio,
tenemos que 7;(G,,) = X y m 2(G,,) es F~'. Ahora supongamos que H y K son
subconjuntos cerrados no vacios de GG, tales que G,, = H U K. Sea

H* ={(a,b) € F: existe (y1,Y2,...,Yn) € Htalqueb =1y, y a =y},
y sea

K* ={(a,b) € F: existe (y1,Y2,...,Yn) € Ktalqueb=1y; ya =1y},
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como K*y H*, son proyecciones de H y K, sobre las dos primeras coordenadas
K*y H* son la imagen continua de H y K y ademds son conjuntos cerrados y no
vacios cuya unién es el conexo F'. Porlo que H* N K* # @.

Sea (¢,d) € H*NK*, existey = (y1,¥2,--.,Yn) € Htalquey; = cyys = d,
también existe z = (21, 22,...,2,) € K talque z; = cy 2o = dy existe « € A
tal que (d, ¢) € F,. De este modo el conjunto conexo G,, ., que es subconjunto de
G, contiene ay y z. Se sigue que (,, es conexo. Asi por induccién tenemos que

G, es conexo para todo n € N.

Paracadan € N, sea

Gh={(z, 2. 2, ) €[ X ¢ (21,22, 20) € Gu}e
Noétese que

G: =m1(Gp) X m2(Gp) X + -+ X Tp(Gp) X X X -+
asi G, es producto numerable de conjuntos conexos y compactos. Entonces G,

es compacto y conexo para cada n € N. Ademds, paracadam < n, G, C G, y

(e o]
lim F' = () G, se tiene que lim F’ es conexo. O
— n=1 —

Comparando los Teoremas 2.9 y 2.11 vemos que la diferencia estd en que
en 2.9 necesariamente debe existir una funcion universal y el caso de 2.11 no,
aunque para ambos casos si debe ocurrir que las iméagenes de las funciones deben
mandar a conjuntos conexos. A continuacién presentamos un ejemplo donde no
se cumplen las condiciones del Teorema 2.9 pero si las del Teorema 2.11 y que

por lo tanto el limite inverso es conexo.

Ejemplo 2.5. Sea {f;}32, dada por f;(x) = ; + x(77 — 1) para0 < x < 1 con

i impar, fi(x) = ZJ%I + (3 — ZJ%I) para 0 < x < 1 con i par, fo(x) = 0 para
0 < x < 1, ver Figura 2.5. Notemos que { f;}32, cumple con las condiciones del

Teorema 2.11 por lo que lim | J f; es conexo, pero no existe una funcion universal
i>0
que cumpla el Teorema 2.9.
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Figura 2.5: Gréfica de | f;

>0

El siguiente resultado demuestra que el limite inverso es conexo con una sola
funcién de ligadura si y sélo si para cada n € N, GG, es conexo. En 2.8, Ingram
demostré lo mismo pero para una sucesion de funciones que no necesariamente

es la misma.

Lema 2.3. Supongamos que X es un continuo de Hausdorff. f : X — 2% una

funcion usc y para cada n,

Gn={(x1,29,...,2,) € [[ X : 25 € f(wy1) parai =1,2,... ,n—1}.
i=1

Entonces, lim f es conexo siy solo si G,, es conexo para cada n.
pun

Demostracion. Supongamos que lim f es conexo, observemos que
p—
G, = m,(lim f),
pa—

como 7y ,, es una funcién continua y lim f es conexo entonces G, s conexo.
<_
Ahora supongamos que G, es conexo, por el Teorema 2.11, lim f es conexo.
(_
O

Ejemplo 2.6. Sea f : [0,1] — 21%Y una funcion usc cuya grdfica estd dada por

la union de los siguientes conjuntos:

A={(r,y): 0<a<lyy=32}
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B={(z,y):3<ax<lyy=2zx—1}.

En la Figura 2.6, A es la grdfica de fi1 y B es la grdfica de la funcion f,. La
funcion f es usc porque su grdfica es compacta y conexa, es fdcil ver que la
grdfica de f o f no es conexa, ver Figura 2.7 , debido a que el punto (1,0) es un
punto aislado en la grdfica de f o f. Por lo tanto 1<£n{X , [}, por el Lema 2.3, no

€s conexo.

. Figura 2.7: Gréfica de f?
Figura 2.6: Grafica de f

Es el siguiente resultado una concecuencia del Lema 2.3 este establece una
relacion entre la funcién de ligadura fy f~1.

Teorema 2.12. Supongamos que X es un continuo de Hausdorff, f : X — 2%
una funcion sobreyectiva usc. Entonces lim f es conexo si y sélo si lim f~! es
— —

conexo.

Demostracion. Para cadan € N, sean

Gn={(r1,22,...,2y) € [[ X 1w € f(w441) parai =1,2,...,n— 1}
i=1

Ggl :{(1’1,1‘2,...,1’”) € HX:1:1-Ef‘l(;riﬂ)parai:1,2,...,n—1},
i=1
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entonces (11, Ty, ...,2,) € G, siysolosi (z,,Tp_1,...,21) € G, '. Notemos
que G,, es homeomorfo a G;!. Ademds, por Lema 2.3, lim f es conexo si y s6lo
«—
si G,, es conexo para cadan € Ny lim f~! es conexo si y s6lo si G,,! es conexo
pa

para cada n € N. De aqui que lim f es conexo siy sélo si lim f~! es conexo. [
— —

Ejemplo 2.7. Consideremos la funcion [ dada en el Ejemplo 2.6. Definimos los

siguientes conjuntos, ver Figura 2.8.

A1:{<x,y)eA;$g§}, Agz{(x,y)eA:ng}.

Blz{(x,y)EB:xgg}, Bgz{(x,y)EB:ng}.

B2

Az

Ai
B:

T
2/3

Figura2.8: I'(f) = A U Ay U A3 U Ay

Consideremos Fy una funcion usc tal que su grdfica es AU (A; U By) por
Teorema 2.11

lim Fl
—

es conexo. Ahora si al conjunto AU (A, U By) unimos By obtenemos la grdfica
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de la funcion usc Fy = f por lo que
lim F5
(_

no es conexo.

AU (A1UB2)

Figura 2.9: AU (A; U By)

De manera similar usando Teorema 2.11 y el Teorema 2.3, se puede ver que si
G es una funcion usc cuya grdfica es Ay U B entonces 1im G es conexo pero si

H
G5 es una funcion usc que tiene por grdfica la union de Ay U B con A, entonces
lim Gy = lim f
“— «—

no es conexo. Esto demuestra que es necesario suponer que el dominio de cada
funcion es todo X en el Teorema 2.11.

También A, U B es la grdfica de una funcion usc con limite inverso conexo,
pues el limite inverso con la funcion inversa de AU B (ver Figura 2.11) es conexo
por el Teorema 2.12, es conexo. Ahora si se agrega As para completar A, vemos

que la funcion estd definido en todo [0, 1] con limite inverso no conexo.
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Figura2.10: A, UB

Figura 2.11: Gréfica de la funcién inversade A, U B

Del ejemplo anterior surge la siguiente pregunta, /si lim f es conexo entonces

(_
que clase de conjunto se puede agregar a la grifica de f para que el limite inverso
siga siendo conexo? El siguiente teorema da respuesta parcial a esta pregunta.

Para ello necesitamos de la siguiente definicion.
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Definicion 2.3. Dado un continuo X, y enteros m,n, entonces

n+m

@ﬁXZXﬁXZ—) HX“
i=1 =1 =1

se define como

(x17~--;xn)@<y1;---7ym) :(x17-~->$n73/17~--73/m)

Teorema 2.13. Supongamos X es un continuo de Hausdorffy f : X — 2% es

una funcion usc sobreyectiva tal que lim f es conexo, g : X — X es una funcion
H

continua tal que fg = gf y las grdficas de f y g no son disjuntas. Entonces

lim f U g es conexo.
H

Demostracion. Para cadan > 1, sean

G.(fUg)={(z1,22,...,2,) € [[ X :x; € fUg(x;11) paral <i < n},
=1

Go(f) ={(x1,29,...,2,) € G,(fUyg) : x; € g(x;41) paracadai < n}

y paracada j < n

Ggw = {($1,$2, v 7xn) € Gn(f Ug) Xy = g<xj+1)}'

Mostraremos que G,(f U g) es conexo para todo n > 1. Como Gy(f U g) es
homeomorfo a la grafica de f U g, entonces (G5 es conexo. Supongamos que

Gna(fUg)

€S CONnexo.

De las definiciones anteriores podemos decir que
n—1
Ga(fUg) = Gu(H) U G2
j=1

Como las graficas de f y g no son disjuntas, existe z € X tal que g(z) € f(2)y
paracada j < n,existex € G,(f) tal que 7;41(x) = z. Ademds, x € G, (f)NGY,.
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Como lim f es conexo, G,,(f) es conexo por el Lema 2.3. Mostraremos ahora que
(—
G, es conexo para cada j < n, que implicaria que G,,(f U g) es conexo.

Para ver que G es conexo, sea h : G,,_1(f U g) — G definida como

h(zy, 29, ... xn_1) = (g(x1), X1, T2y . .., Tp_1),

dado que h es una funcién biyectiva continua sobre un espacio métrico compacto
a un espacio de Hausdorff tenemos que / es un homeomorfismo.

Por otra parte para cada j < n — 1, consideremos la siguiente funcion ¥; :

[ X — [ X definida por
= i—1

1=1 i=
V(%) = 751 (%) © (9(mj42(x))) D 7pj2n) (X)

Observemos que para cada j, ¥; es continua. Ahora mostraremos que W; |

GJ — GIF! es sobreyectiva.

Seax € GIT, es decir, suponemos x € G,, y m;(x) = g(mj11(x)). Ahora

Tit1(X) = g(mj12(x)) 0 m41(x) € f(m)j32(x)).

Si mj11(x) = g(mj42(x)), entonces x € GJ, y V;(x) = x. Por lo que ¥,;(x) €

GITL Simi(x) € f(mja(x)), entonces

mi(x) € g(f(mj4+2(x))) = f(9(mj12(x))).

Asi que existe z € f(m;;2(x)) tal que 7;(x) = g(2). Por lo tanto, w = 7y j;(x) ®
(2) ® Tj42,(x), es un elemento de G, y V;(w) = x. Nuevamente, esto im-
plica que x € W;(GY,). Con lo anterior conluimos que ¥; |;: G}, — Gt es
sobreyectiva.

Se sigue que para cada G, es conexo, por lo que G,, es conexo. De esta manera

por el Lema 2.3, tenemos que lim f U g es conexo. U
(;

La condicién f o g = g o f del teorema anterior puede ser un obstiaculo para
verificarla. Sin embargo Van Nall en [12] afirma que un caso facil de comprobar

cuando ¢ es la constante con valor by f(b) = {b}, veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.8. De acuerdo con el Ejemplo 2.2 tenemos que el limite inverso es
conexo cuando la grdfica de la funcion de ligadura f~' es como se muestra en
la Figura 2.12. Si deseamos aplicar el Teorema 2.13, podemos elegir g : [0, 1] —
0, 1] definida como g(z) = bcon 0 < b < 1, y se cumple que f~'(b) = {b}.
Ademds,

(fog)(@) = f(g(2) = [~ (x) = {z}

y si x = 0 entonces f~'(x) = [0, 1]. Por otro lado

(go f (@) =g(f(2) = g({z}) = {=}

ysixz = 0, entonces g(f~(z)) = ¢([0,1]) = [0, 1]. Por lo tanto, ftog = go f~1.
Como las grdficas de g y f~' no son disjuntas, ver Figura 2.13, tenemos que

lim f~! U g es conexo.

Figura 2.12: T'(f 1)
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g(x)=b

Figura 2.13: T(f 1 U g)

Teorema 2.14. Sean X un continuo de Hausdorffy f : X — 2% una funcién usc

sobreyectiva tal que lim f es conexo. Si se satisface lo siguiente:
H
1. Sean D C X cerradoy g : D — X continua tal que I'(f U g) es conexa.
2. Six estal que x € Fr(D) entonces g(x) € f(x).

3. si g(x) = x para cada x € D o para algiin a € X, g(x) = a para cada
x e D.

Entonces lim f U g es conexo.
pa

Demostracion. Para cadan > 1, renombramos G,, de la siguiente manera:

G, = {(%sz--,xn) € HX cx; € f(aipg) paral <i < n}
i=1
y G, (f U g) como

{(Ih@a-u,xn) € HX cx; € f(xip1) Ug(migq) paral < i < n}

i=1
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Ahora, paran > 1 definimos G = G,,(f Ug) yparacadal < j <n — 1,
G = {(x1,29,...,2n) € Gu(fUg) : 2 € f(wsy1) paran — j <i <n}.

_ (-1 -2 0 _
Notemos que para cada n > 1, tenemos G,, = G C G} * C --- C G, =

G,(f Ug), también que para cadan > 1, G,(f) es conexo, pues lim f es conexo.
<—

Por el Lema 2.3, debemos mostrar que G¥, = G,,(f U g) es conexo para cada
m > 1. Supongamos que G° no es conexo para cada m > 0. Sea n el nimero
natural mds pequefio tal que GY, no es conexo para algtn j talque 0 < j < n — 1.
Como G"™' = G,(f) es conexo existe k tal que G es conexo y G¥ no es
conexo. Mostraremos que para cada z € G*\ GF!, existe un subconjunto conexo
de G* que contiene a  y un punto de G*¥*1, esto va a contradir la conexidad de
G*. Notemos que G} = G5(f) supongamos es conexo y (G es homeomorfo a la

grificade f U g, la cudl es conexo. Por lo tanto n > 2.
Supongamos que g(z) = z para cada z € D. Dado x € G* \ G**!, se tiene
que T, - 1(x) € fUG(m x(X)) Yy Tpt_1(x) € X\ f(7,_r(x)). Entonces

Tnk-1(X) = g(Tn-r(X)) = Tnr(X)

Y Tnk(x) € D. Sea X' = 71 pn_p—2(X) ® Tp_pn(x); es decir, X' se obtiene

moviendo la coordenada (n — k — 1)-ésima de x. Notemos que x’ € G*_,.

SeaW = {z € G* | : 7, 1(z) € D} y sea K la componente de W tal que
x' € K. Como las gréficas de f y g son cerradas y G(f U g) es conexa existe
y € G* | que es conexo, tal que T, x(y) € Dy 7 1(y) = g(mi(y)) €
f(mn_k(y)).Siy € K, entonces hacemos y’ = y. Siy ¢ K entonces K contiene
un punto y’ en la frontera de W en G* _,. Se sigue que 7,,_1.(y’) estd en la frontera

de D en X y por lo tanto,
Tnk(y') = 9(Tnr(y) € f(mni(¥))-
Por lo que K es un continuo tal que 7, _(K) C D,y K contiene X' y y’ tal que

Tp-1(X) = (T (X)) € f(mnir(x)).
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Ahora sea F' : K — G%, definida por F(z) = w1, (2) ® Tp_kn_1)(2), €s
decir, inserta una nueva coordenada entre la coordenada & — 1 y la coordenada £
de z igual a la coordenada k de z. Esta funcién F' es un homeomorfismo sobre
Ky K* = F(K) es un continuo en G¥, dado que x = F(x'), tenemos que G*
contiene a los puntos x y F'(y’) que estdn en G5!, Como G* es conexo, tenemos
una contradiccion. Se sigue que G° = G, (f U g) es conexo para cada n. Por lo
tanto, lim f U g es conexo en caso que g(x) = z, para cada x € D.

Ahota supongamos que existe a € X tal que g(z) = a para cada x € D. Sea
x € GF\ GF1, esto implica que 7, __1(x) € fU g(mp (X)) y Tnr_1(x) €
X\ f(mp—k(x)). Se sigue que 7, __1(x) = a = g(m,—k(X)) y Th—r(x) € D. Sea
X' = Mg (X), notemos que X' € Gp_py1 = Gnop41(f).

SeaW = {z € G%_,., : m(z) € D} y K una componente de W tal que
x' € K. Como las gréficas de f y g son cerradas y G(f U g) es conexo existe
un punto y en el conjunto conexo G%_, . tal que m(y) € Dy a = g(m(y)) €
f(m(y))-Siy € K,seay =y'.Siy ¢ K, entonces K contiene un punto y’ en
la frontera de W en G,,_j1. Se sigue que 7 (y) estd en la frontera de D, y asi
a = g(m(y')) € f(m(y’)). Por lo tanto, K es un continuo tal que m(K) C D,
contiene a los puntos X', y’ y satisfacen que a = g(m(y’)) € f(mi(y’)). No-
temos que la primera coordenada de cada elemento de K estd en D. Si unimos
TT[1,n—k—1] (x) con cualquier punto de K, el resultado da un punto en Gfl. Es decir,
sea F': K — G, definida por F'(z) = m[1,—,—1](x) @ z. Esta funcién es un ho-
meomorfismo sobre K,y K* = F(K) es un continuo en G¥, dado que x = F(x/),
tenemos que x € K*y F(y’) € K*, que estd en GF 1.

Dado que G* es conexo, se tiene una contradiccién. Se sigue que G° = G, (fU
g) es conexo para cada n. Por lo tanto, lim f U g es conexo en caso que g(z) = a,
paracadax € D. . L

De acuerdo con el Teorema 2.14, si lim f es conexo y ¢ : [¢,d] — X es una
funcién constante g(z) = a, las condiciones g(c) € f(c)yg(d) € f(d) implican
que a € f(c)ya € f(d),obienc € f~*(a)yd € f~'(a). Por tanto {c,d} C
f~a). Lo anterior lo podemos escribir asi si h;n f es conexo y agregamos a

la grifica de f una linea horizontal de la forma {(z,a) : ¢ < z < d}, donde

{c,d} C f~%(a) U {0, 1}, entonces el limite inverso con esta nueva funcién de
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ligadura, es conexo. Ahora por el Teorema 2.12 se tiene que lim f~! es conexo.
H
Aplicando Teorema 2.14, lim f~!Ug es conexo, y nuevamente usando el Teorema
(_

2.12,0obtenemos que
P -1 -1 __ 14 —1\—1 -1 __y4 -1
im(f™ Ug)™ =lm(f)"" U(g)™ =1lim fU(g)™,

es conexo. Por tanto agregando la linea vertical a f, {(a,z) : ¢ < x < d}, donde
{c¢,d} C f(a)U{0,1} el limite inverso con esta nueva funcién de ligadura, es
conexo.

Cuando se aplican los resultados de los Teoremas 2.12 y 2.14, para el caso
donde f : X — 2% y lim f es conexo, podemos ver que si agregamos a la grafica
de f una linea horizontal de la forma {(z,a) : ¢ < x < d}, donde {c,d} C
f~%a) U {0,1} o si agregamos a la grdfica de f una linea vertical, de la forma
{(a,z) : ¢ < 2 < d}, donde {c¢,d} C f(a)U {0, 1}, entonces el limite inverso

con esta nueva funcion de ligadura, es conexo.

Definicion 2.4. Sean f : X — 2% una funcién uscy g : X — X una funcion
continua. La funcion F = g~1fg = g~ o f o g composicién de g=', f y g esta
definida como y € g~ fg(x) si y solo si g(y) € f(g(x)).

Definicion 2.5. Si h : X — 2% es semiconjugada de una funcion usc f : X —
2% entonces es equivalente a lo siguiente, si existe una funcion continua g : X —
X tal que gh = fg.

Proposicion 2.1. Si h : X — 2% es semiconjugada de una funcion usc f :
X — 2% entones es equivalente a que exista una funcién continua sobreyectiva

g: X = Xtalqueh =g 'fg.

Demostracién. Supongamos que h : X — 2% es semiconjugada de una funcién
usc f : X — 2%, entonces existe una funcién continua ¢ : X — X tal que
gh = fg.

Sea z € X demostraremos que h(z) = (¢! fg)(x). Dada y € h(z), se tiene
9(y) € g(h(x)) = f(g(x)). Asi g(y) € f(g(x)). Porlotantoy € (97" fg)(x).

Ahora sea y € (g 'fg)(x). Supongamos que y ¢ h(x), entonces g(y) ¢
g(h(x)) = f(g(x)), asi g(y) & f(g(x)), es decir, y ¢ (9" fg)(x). Por lo tanto
y € h(z).
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Supongamos que h : X — 2¥ y f : X — 2% son funciones conjunto-
valuadas y que existe g : X — X continua y sobreyectiva tal que h = g~ ! fg. Sea
r e X,asi h(z) = g fg(x), g(h(z)) = g(g~*fg(z)), como g es sobreyectiva

entonces g(g~" fg(z)) = (997")(f9(x)) = fg(x). Porlo tanto g(h(z)) = fg().
[]

Teorema 2.15. Sean X es un continuo de Hausdorff, f : X — 2% es una funcion
usc sobreyectivay g : X — X una funcion continua y sobreyectiva. Silim g~ fg
“—

es conexo, entonces lim f es conexo.
P

Demostracion. Para cada n, sea

G, = {(ml,xg,...,xn) € HX1$¢ Ef(xiﬂ)paraign—l}

=1

y para cada n, sea

G = {(xl,:cg,...,xn) € HX cx; € g fg(wiyq) parai < n — 1}-

i=1

Mostraremos que la funcién ¢ : G, — G,,, definida por

p((r1, 2,y n)) = (9(21), 9(22), - -, g(n))

estd bien definida. Sea (1,79, ...,x,) € G!, como z; € g~ fg(z;11) parai <
n—1, tenemos g(z;) € (fg)(x;11) parai < n—1.Porlotanto (g(z1), g(z2), ..., g9(z,)) €
Gh.

Sean (y1,Y2,---,Yn) € Gn y (x1,29,...,2,) € Han tales que z; € g~ (y;)

para cada i < n, de lo anterior y; € f(yi+1) = f(g(xit1)) parai < n — 1, por lo

que paracada: <n — 1,

zi € 97 (i) C g flg(mir)).

Por lo tanto (1, x2, . . ., z,) € G,. Concluimos asi que la funcién continua ¢ estd

bien definida y ademds es sobreyectiva.
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Puesto que lim g~! fg es conexo, G/, es conexo para cadan € N, asi G, es
H

conexo para cada n € N, de aqui lim f es conexo. [
p

El Teorema anterior es de mucha utilidad para construir nuevas funciones
donde el limite inverso es disconexo, si f : X — 2% es una funcién conjunto-
valuada tal que hin f no es conexo, entonces para cualquier funcién g : X — X,
1{1/Ln g~ ! fg no es conexo.

El Teorema 2.12, muestra un resultado para cuando se considera una sola fun-
cion de ligadura. La pregunta obligada es que si es posible obtener un resultado
similar cuando se considera una sucesion de funciones de ligadura. T. W. Ingram
y Marsh muestran en [10] un ejemplo en donde esto se cumple cuando se tiene

mas de una funcién de ligadura.

Ejemplo 2.9. Sean f, : [0,1] — 2I%Y, dada por f,(t) = {t, (t+3)/4} y folt) =t
para 0 <t < 1/4, fo(t) = {t, (4t — 1)/2} para 1/4 <t < 3/4,y fo(t) = t para
3/4 <t <1, verenlas Figuras 2.14y 2.15. Paran > 2, sea f,(t) = t para cada
t € [0, 1]. Sea g una sucesion tal que g,, = f,* para cada n € N. Entonces, h'inf

es conexo y lim g no lo es.
<—

Demostracion. Sean
A={zrel0,1]*:2;=x paraj =2,3,...},

Gw(fl?f?) = {(xlvx?uxi?v) € [O? 1]3 SIS fl(x2) yZ2 € f2($3)}>
Ay ={(z,z,2) €[0,1]* : x € [0,1]},
Ay ={(x,z,(2z+1)/4) : x € [0,1]},

Az ={(t,4t — 3,4t —3) : t € [3/4,1]},

Ay ={(t,4t —3,(8t —15)/4) : t € [3/4,1]}.
Notemos que G’(fi, f2) es unién de los cuatro arcos Aj, Ay, A3 y As. Ademds
(1/2,1/2,1/2) € A1 N As, (1,1,3/4) € Ay nAgy (1,1,1) € A; N As. Se
sigue que G'( f1, f2) es conexo. Por el Teorema 2.3, 1im f es conexo, porque G; =
(_
Gi(fi) x Ay G, =G'(f1, f2) x A paran > 2 son conexos.
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Por otro lado G(g13) no es conexo porque el punto (1,0) es punto aislado de

G(g13), asi por el Teorema 3.1, lim g no es conexo. O
F

(0,3/4)

Figura 2.14: I'(f1)

(1,1)

(0,3/4)

(0,0)

Figura 2.15: I'( f2)
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2.2. Productos Ingram-Mahavier

En [4] se introducen los productos de Ingram-Mahavier para obtener resulta-
dos de conexidad de limites inversos generalizados. A continuacion lo describi-

mos y veremos resultados relacionados a este concepto.

2.2.1. Producto de Ingram-Mahavier

Definicion 2.6. Supongamos que X, Y y Z son espacios topoldgicos, y A C
X xXY,BCY x Z, entonces definimos el producto de Ingram-Mahavier A x B

como sigue:
AxB={(z,y,2) e X XY x Z:(x,y) € Ay (y,z) € B}.

Lo abreviamos y llamamos A x B como producto IM. Los productos IM tie-
nen propiedades topoldgicas interesantes que enlistaremos en la Seccion 2.2.2. Si
x1 = (z,y) € X xY yxa = (y,2) € Y X Z entonces escribiremos x; * Xz en
lugar de {x;} * {x2}. Por supuesto que x; x x2 = {(z,y, 2)}.

El espacio intermedio Y en la definicion anterior juega un papel muy impor-
tante.

Notacién. 75 * denota la funcién proyeccién de X x Y sobre YV y my %%
denota la funcién proyeccién de Y x Z sobre Y. Y 73 *¥*# denota la funcién
proyeccion de X X Y x Z sobre Y. Usaremos 7y para denotar estas funciones

proyeccion, de acuerdo al contexto podremos diferenciarlas, si no hay confusién.

Definicion 2.7. Dado G C X XY, 7} : G — Y esta definida por 75 ((z,y)) = v,
para (z,y) € G. Si H CY x Z definimos 7l de manera similar.

Proposicion 2.2. Supongamos que X, Y y Z son espacios topoldgicos, y A C
X xY,B CY x Z. Entonces Ax B = @ si y solo si w3 *¥ (A) N1y "% (B) = @,

Demostracion. y € my Y (A)Nmy.*?(B), siy solosiexistenx € Xy z € Z tales

que Y ((2,9)) =y y 71y *%((y,2)) = ysiysolosi (z,y) € Ay (y,2) € Bsi

ysolosi (z,y,2) € A% B. O

Ahora supongamos que para i > 0, I; es el intervalo [0, 1] y fi : [;11 — 2% es

usc sobreyectiva cuya grafica I'( f;) es conexa.
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Una pregunta natural es la siguiente ;qué relacion hay entre los limites in-
versos generalizados y los productos IM? Después de presentar algunos hechos

basicos relacionados a la pregunta anterior se dard respuesta a esta pregunta.

2.2.2. Propiedades de los productos IM

Un bésicoen X XY x Z, X XY oY X Z es un conjunto de la forma
Ax X Ay x Az, Ax x Ay o Ay x Az respectivamente, para algunos Ay C X,
Ay CYyAz C Z.

En las proposiciones siguientes X, Y, Z y W serdn espacios topoldgicos.

Proposicion 2.3. SiG C X xY yH CY X Z. Entonces Gx H = (G x Z) N
(X x H).

Demostracion. Sea (x,y,z) € G = H, entonces (z,y) € Gy (y,z) € H y como
GCXXxYyHCY xZtenemosquezx € X,y€Yyze Z, asi(z,y,2) €
GxZy(x,y,z) € X x H.Porlotanto (z,y,2) € (G x Z)N (X x H).

Ahora, si (z,y,2) € (Gx Z)N(X x H), entonces (x,y,z2) € G X Zy (x,y,z2) €
X x H,deaquique (z,y) € G,y (y,z) € H.Porlo tanto (z,y,2) € GxH. O

Proposicion 2.4. SiG C X xY y H CY x Z. Entonces 1y (G* H) = 7y (G) N
my (H)

Demostracion. Sea y € my (G * H), entonces existe (x,y,z) € G x H tal que
mv((z,y,2)) = yy (z,y) € G, (y,2) € H. De aqui que 7y ((z,y)) = yy
7y ((y,2)) = y. Porlo tanto y € my (G) Nmy (H).

Ahora, si y € 7y (G) Ny (H), existen (z,y) € Gy (y,z) € H, tales que
my((z,y)) =y ymy((y,2)) = y. Porlo tanto (z,y,2) € Gx Hy my((x,y,2)) =
y,conestoy € my (G H). O

Proposicion 2.5. SiG,J C X xY y H K CY X Z. Entonces
(GNI)*x(HNK)=(GxH)N(J*xK)=(GxK)N(J*H).

Demostracion. Notese que (z,y, z) € (GNJ)x(HNK),siysélosi (z,y) € GNJ
y(y,z) € HNK,obien (z,y) € G, (x,y) € J, (y,2) € Hy (y,2) € K.Deesta
manera, por un lado, tenemos (z,y) € Gy (y,z) € Hsiysolosi(x,y,z) € GxH
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por otro lado (z,y) € Jy (y,2) € K siysolosi (z,y,z) € J* K siy solo si
(r,y,2) € (GxH)N (J x K).

De otra forma también podemos decir que (z,y) € Gy (y,z) € K siy sblo
si(z,y,2) € Gx K,y (z,y) € Jy (y,2) € Hsiysolosi (z,y,2) € J* H. Por
lo tanto (z,y,2) € (Gx K)N(Jx H). O

Proposicion 2.6. SiG,J C X xY yH, K CY x Z. Entonces
(GU)*x(HUK)=(GxH)U(JxK)U(G*xK)U(J*H).

Demostracion. Sea

(x,y,2) € (GUJ)x(HUK),

entonces (z,y) € GU Jy (y,z) € H U K. De aqui obtenemos los siguientes

Casos:

Casol Si(z,y) € Gy (y,2z) € H, entones (x,y,2) € G H. Asi,

(r,y,2) € (GxH)U (JxK)U(G*xK)U (J* H).

CasoIl Si(x,y) € Jy (y,2) € K, entonces (z,y,z) € J x K. Asi,
(r,y,2) € (GxH)U (JxK)U(GxK)U (Jx H).

Caso I Si (z,y) € Gy (y,2) € K, entonces (x,y, z) € G x K. Asi,
(r,y,2) € (GxH)U(J*xK)U(G*xK)U (J*H).

Caso IV Si(z,y) € Jy (y,2) € H,siysolosi (z,y,z) € Jx H. Asi,

(r,y,2) € (GxH)U (JxK)U(G*xK)U (J* H).

Por lo tanto

(GUJ)* (HUK) C(GxH)U(JxK)U(G*K)U (J* H).
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Ahorasea (z,y,2) € (GxH)U (J* K)U(Gx K)U (J* H). Obtenemos los

siguientes casos:

Casol Si (z,y,2) € G H, entonces (z,y) € Gy (y,z) € H. De aqui que
(x,y) e GUJy (y,2) € HUK.Asi, (z,y,2) € (GUJ)x (HUK).

Caso Il Si (z,y,2z) € J x K, entonces (z,y) € Jy (y,z) € K. De aqui que
(x,y) € JUGY (y,2) € KUH.Asi, (z,y,2) € (JUG) (K UH).

Caso III Si (z,y,z) € G x K, entonces (x,y) € Gy (y,z) € K. De aqui que
(x,y) e GUJy (y,2) € KUH.Asi, (z,y,2) € (GUJ)x (K UH).

Caso IV Si (z,y,2z) € J = H, entonces (z,y) € Jy (y,z) € H. De aqui que
(x,y) € JUGYy (y,2) € HUK. Asi, (z,y,2) € (JUG) x (HUK).

Porlo tanto (Gx H)U(Jx K)U(GxK)U(J*H)C (GUJ)x(HUK). O
Proposicion 2.7. Supongamos que G,J C X xY y H K CY x Z. Entonces

(GUN)*x(HNEK)=[(GxH)N(G*K)]U[(JxK)N(JxH)]

(GNI)*x(HUK)=[(GxH)N(JxH)|U[(Gx K) N (J*K)].
Demostracion. Primero demostremos que

(GUN)*x(HNEK)=[(GxH)N(G*xK)|U[(JxK)N(JxH)]
(z,y,2) € (GUJ)x (HNK),siysélosi (z,y) € GUJy (y,2) € HN K. Asi

tenemos los casos siguientes:

Casol (z,y) € G, (y,2) € Hy (y,2) € K,siysolosi (z,y,2) € GxHy
(x,y,2) € Gx K,siysolosi(z,y,2) € (Gx H)N (G K), siy solo si
(r,y,2) € (GxH)N(G* K)]U[(Jx K)N(J*H)|.

CasoIl (z,y) € J, (y,2) € Hy (y,2) € K,siysélosi (z,y,z) € JxHy
(x,y,2) € Jx K,siysolosi(z,y,2) € (JxH)N(J*K),siy solo si
(r,y,2) € (GxH)N(G*x K)|U[(Jx K)N(J* H)|.

Por lo tanto,
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(GUI)*(HNK)=[(GxH)N(GxK)|U[(J*K)N(J*H)].
De manera similar se demuestra que
(GNJ)*(HUK)=[(GxH)N(JxH)|]U[(G*K)N(J*K)].

]

Proposicion2.8. SiG C XxY, H CYxZyL C ZxW. Entonces (GxH )xL =

G % (H % L), en tal caso simplemente escribiremos G x H x L.

Demostracion. (x,y,z,w) € (GxH)*Lsiysolosi(z,y,2) € GxHYy (z,w) €
L,siysolosi(z,y) € G, (y,z) € Hy (z,w) € L,siysélosi (y,z,w) € H* L
y como (z,y) € G, (z,y,z,w) € G (H x L).

0

Proposicion 2.9. Supongamos que G = g1 X go es un subconjunto bdsico abierto
de X XY y H = hy X hg es un subconjunto abierto bdsico de Y X Z. Entonces
G * H = g1 X (g2 N hy) X h3 es un subconjunto bdsico abierto de X x Y X Z,

que es vacio si g, N hy = .

Demostracion. Como GGy H son abiertos bdsicos de X x Y y Y x Z respecti-
vamente g; es abierto de X, go y hs abiertos de Y y hg abierto de Z, por lo que
g2 N hy es abierto de Y. Por lo tanto, g1 X (g2 M hs) X hg es un subconjunto basico
abiertode X x Y x Z.

O

Proposicion 2.10. Si G es un abierto de X X Y y H es un abierto de Y X Z.

Entonces G x H es un abierto de X XY X Z, que puede ser vacio.

Demostracion. Supongamos que G x H # &, sea (z,y,2) € G x H, entonces
(x,y) € Gy (y,z) € H, ahora como Gy H son abiertos existen U abierto
en X, V)V’ abiertos en Y y W abierto en Z, tales que (z,y) € U x V C G,
(y,2) e V! xW C H.Asi, U=U x (VNV’')x W,esunbdsicode X xY x Z
tal que (z,y,2) € U C G« H.

0

Proposicion 2.11. Si G C X xY y H C Y x Z. Entonces
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(X xY xZ)\(GxH)=
(X xY)\G)x ZIUX x (Y x Z2)\H)JU[X x (Y'\ (my(G) N7y (H))) x Z].

Demostracion. (x,y,z) € X XY x Z\ (GxH),siysolosi (z,y,z) ¢ (GxH),

y tenemos los siguientes casos:
Casol (z,y) € Gy (y,z) ¢ H,siysolosi (z,y,2) € X x (Y x Z)\ H).
CasoIl (z,y) ¢ Gy (y,2) € H,siysélosi (z,y,2) € (X xY)\G) x Z.

CasoIll (z,y) ¢ Gy (y,z) ¢ H,siysOlosiy ¢ my(G)yy ¢ my(H) o bien
y & my(G)Nmy (H),siysodlosi (z,y,2) € X x(Y\(ny(G)Nmy (H)))x Z.

Con estos tres casos tenemos que

('T7y’z) E
(X xY)\G)x ZIUX x (Y x Z2)\ H)]U[X x (Y \ (7y(G)Nmy(H))) x Z].

Abhora, si (z,y,2) € (X xY)\G) x ZJU[X x (Y x Z)\ H)]U[X x (Y'\
(my(G) Ny (H))) x Z] se cumplen cualquiera de los casos anteriores.
[

Proposicion 2.12. Si XY y Z son espacios compactos de Hausdorff, G un sub-
conjunto cerrado de X X Y y H un subconjunto cerrado de Y x Z. Entonces

G x H es un subconjunto cerrado de X x'Y X Z, que puede ser vacio.

Demostracion. Como Gy H son cerrados, tenemos (X x Y) \ G es abierto en
X xY,asi (X xY)\G) x Zesabiertoen X xY x Z, (Y x Z)\ H es
abiertoen Y x Z, asi X x (Y x Z) \ H) es abierto en X x Y x Z. También
Y\ (my(G) Nmy(H)) esabiertoen Y,y X x (Y \ (my(G) Nmy(H))) X Z es
abierto en X xY x Z. Por lo que, por la Proposicién 3.12, Gx H es un subconjunto
cerradode X XY x Z.

O

Proposicion 2.13. Si X, Y y Z son espacios compactos de Hausdorff, U es abierto
en el conjunto cerrado G C X x Y y V es abierto en el conjunto cerrado H C

Y x Z. Entonces U %V es abierto relativo con respecto a G x H.
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Demostracion. Existen un abierto U’ de X x Y talque U = U' NGy V' un
abiertode Y x Z talque V =V’ N H. Ahora,

UxV = U NG)x(V' A H) = (U % V)N (G H).

Como U’ x V' es abiertoen X x Y x Z, G+ H es cerradoen X x Y x Z,
(U'xV')N (G H) =U %V es abierto relativo en G x H. O

Proposicion 2.14. Si X, Y y Z son espacios compactos de Hausdorff, Gy H son
cerrardos en X XY yY X Z respectivamente y K un subconjunto cerrado de Y .

Entonces
(G Ny (K))* (H Ny (K)) = (7)) () * (7)) (K).

Demostracion. Sea (v,y,2) € (GNmy'(K))x (H N7y (K)), entonces (7,y) €
(@) NE)NGy (y,2) € (1)) "1)(K) N H, de aqui (z,y) € G, (y,2) € Hy
y € K. Asi (z,y,2) € (7$)™1)(K) x ((mf)~1)(K). Por lo tanto,

(G Ny (K)) * (H Ny (K)) € () ) (K) % ((mff) 1) (K)

Ahorasea (z,y, 2) € ((my) ") (K)*((my) ") (K), entonces (2, y) € ((§)")(K),
(y.2) € (M)")(K),y € K, (x,y) € Gy (y,2) € H, porlo que (z,y,2) €
(GNay (K)) * (H N7y (K)). Por lo tanto,

(7)) * () H)(E) € (G Ny (K)) « (H Ny (K)).

Proposicion 2.15. Supongamos que S C Y. Entonces
(my A THS) = (73T )THS) * (my 7)TH(S).

Demostracion. Sea (z,y,z) € (my ¥ *#)71(S), entonces w5 Y *4((2,y, 2)) =

y€S,(z,y) € XxYyl(y z) €Y xZ,conesto tenemos que 73 > ((z,y)) =y

y - “((y, 2)) = y. de aqui

(z,y) € (my" ) 7HS) ¥ (y,2) € (1) H(S).
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Por lo tanto, (z,y,2) € (m3 *¥)71(S) * (7. 4)71(S).
Ahora, sea (7,y,2) € (13 *Y)7H(S) * (71 *%)7L(S), entonces

(2,y) € (7" 7)7(S)

(y.2) € (73 4)7H(S)

yy € S. Esto implica que (z,y,2) € X xY x Zy mp ¥ *?((x,y,2)) =y € S.

Por lo tanto,
([E,y,Z) (,N))/(XYXZ) 1(5)

]

Proposicion 2.16. Si X, Y y Z son espacios métricos y compactos, y G C X XY,
H C Y x Z son subconjuntos cerrados y dy,ds son métricas sobre X XY yY X Z

respectivamente. Si € > 0, sean

N.(G)={xe€ X xY : existez € G tal que d\(x,z) < €}

N.(H)={x€Y x Z: existez € H tal que dy(x,z) < c}.

Entonces

N (N(G) + No(H)) = G+ H

e>0

Demostracion. Seax € [ (N(G)*xN:(H)).Sixg = mxxy(X)y Xy = Tyxz(X),
e>0
entonces Xg * Xy = X. Entonces para cada ¢ > 0, xg € N(G) y xy € N.(H).

Asixg € G,xyg € Hyx € G« H. Por lo tanto

N(N.(G)* No(H)) € Gx H

e>0
Six € G« H, entonces xg € Gyxy € H.Seae > 0, entonces d (Xg, Xg) =
0 <eydo(xm,xu) =0 < e, conesto tenemos que xg € N.(G)yxg € N.(H).
Por lo tanto,
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G H C ((N.(G)* N.(H)).

e>0

]

Proposicion 2.17. Si G C X x Y, H C Y x Z, y T un espacio topoldgico. Si
g:T — Gyh:T — H son funciones continuas y 7y (g(t)) = my(h(t)) para
cadat € T, entonces gx h : T — G x H, donde (g x h)(t) = g(t) x h(t) para

cadat € T, es continua.

Demostracion. Veamos que g x h estd bien definida. Seat € T, si (gx h)(t) = z
y (g x h)(t) = 2o tal que z; # 2, entonces Ty ((g * h)(t)) = my (g(t) * h(t)) =
Ty (g(1)) Ny (h(t)) = 7y (9(t)) = 7y (h(?)), pues my (g(t)) = 7y (h(t)), pero
como z; # 2o, x(21) = g(t), mx(22) = g(t) y mx(21) # 7x(22) tenemos que
¢g(t) no estarfa bien definida. Por lo tanto, z; = zs.

Supongamos que t € 1,y U = Ux X Uy X Uz es un abierto basico del
conjunto X x Y x Z tal que g(t) x h(t) € U. Entonces U NG * H es un abierto en
G x H. Como gy h son continuas existen abiertos V; y V5 en T'cont € V;, V5, tal
que (Vi) C GN(Ux x Uy)y h(Va) C HN (Uy x Uz). Entonces V; N V5 es un
abiertoen T,y sis € Vi NV, g(s) x h(s) € UN (G H). Por lo tanto, (g x h)(t)

es continua. O]

2.2.3. Limites Inversos Generalizados que son productos IM

Consideremos una cantidad finita de funciones de ligadura

{fi:Iz—l-l —>2I i=m

y el siguiente espacio

Gm,n = {l‘m,l'm+1, .. ,$n) € H x; € fi(xiﬂ),m < < n}

i=m

Sim = 1 solo escribimos G,,.

Observemos que G, , también lo podemos ver en términos de productos IM

Gm,n = Fm(fm) * Fm+1(fm+1) Kook Fn(fn)
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y lo denotaremos como *ie[m,n]ﬂ( fi)
Para una cantidad infinita de funciones de ligadura

{fz i — 211100

i=n"

escribimos K icin,00)[i(fi)-
Observemos que ¥ [, ['(f;) es igual a

(Tms -5 Tn) € H I; : paracadai € [m,nl, (zi1,2;) € I(fi)

i€[m,n]

= (T, -y Tp) € H I; - paracadai € [m,n|,x; € fi(xiy1) p = G-

i€[m,n|

Proposicion 2.18. Para n € N se cumple que

G =T7"(f1) * T3 (fo) % - % T (),

donde T'; ' (f;) es la grdfica de f;'. Ademds, si para cadai € N f; : I;;; — 2T

es una funcion de ligadura usc, entonces

{7, fi} = T (fu) * Ty (f2) %+

Demostracion. Sea x € GG, entonces x; € f;(x;11) para 1 < i < n, esto implica
que z;11 € f;(x;), por lo que (z;,zi41) € Ti(f;), para 1 < i < n de aqui
(i, Tiz1, -y xn) € Tiv1(fizn) * Ti(fize) x - - x Ty (fn). Por lo tanto x € Gy
Gy *-%G,.

Sea x € Gy x Gy -+ x G, entonces para cada 1 < 7 < n ocurre que
(X1, ..., 25) € Grk - *xGyy (x4, ..., Tp) € Gi*x---xG,,. De aqui que (z;, z;41) €
G, es decir 7,1 € f;'(z;). Porlo tanto z € G,,.

De manera andloga se demuestra la otra parte de la proposicion. ]

De lo anterior, el limite inverso con funciones de ligadura usc puede ser repre-

sentado como una subcoleccion de productos IM.
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Los productos IM también pueden verse en el siguiente contexto: supongamos
que N < M < L son enteros positivos y paracadal < i < L, f; : I;, — 2%

son funciones de ligadura usc. Si

entonces
G+ H = %p.yl'(f;)

A continuacién mostraremos algunos resultados mas que nos ayudardn en las

secciones siguientes.

Definicion 2.8. Sea X es un espacio topologico. Diremos que C = {C4,Cs, ..., Cp}
es una cadena simple en X sicada C; C Xy C;NC; # @ siysolosi|i—j| < 1.
A cada C; le llamaremos eslabon. Diremos que C' es una cadena simple que va
del punto a € X al punto b € X, sia € C}y es el uinico eslabon que lo contiene,

b € Cp y es el tinico eslabon que lo contiene.

Lema 2.4. Supongamos que X es un espacio métrico y conexo, y H una coleccion
finita de conjuntos cerrados que cubren a X. Si a,b € X, entonces existe una
cadena simple H = {Hy, Hs, ..., H,} que va del punto a al punto b, tal que
H;, € Hparacadai=1,2,... n.

Demostracion. Supongamos que a,b € X. Sea

Yo={pe X:

existe una cadena simple de a a p tal que sus eslabones estan en H }.
Entonces, Y, # @ pues a € Y,. Notemos que si y € X, entonces
C,={HeH:yecH}

es una subcoleccion finita de H que contiene un subconjunto abierto u,, tal que
y € uy, y u, C |JC,y, y que no intersecta a ningin H € H talquey ¢ H.
Afirmacion 1Y, es cerrado.
Supongamos que {p; };cn es una sucesion tal que p; € Y, parai € N que con-
verge a p. Entonces, existe un abierto u, tal que p € u, C |JC, y u, no intersecta

a ningun elemento de H que no estdn en C,. De esta manera existe ¢ € N tal que
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pi € uy,. Esto implica que existe una cadena simple H = {H;, Hs, ..., H,}, don-
de Hj € Hconj =1,2,...,n,que vade aap;. Comop; € u, p; € H, € C,,
tenemos que p € H,. Entonces existe al menos un i tal que p € H;,, y H =
{Hi, Hs, ... H;}, es una cadena simple que vade a a p. Porlo tanto p € Y,,y Y,
es cerrado en X.

Afirmacion 2 Y, es abierto.

Si p € Y,, entonces existe u, abierto tal que p € u,, y u, C |JC, y que no
intersecta a ningun elemento de H que contiene a p. Supongamos que ¢ € u, y
q ¢ Y,. Existe una cadena simple L = {L;, Lo, ... L,, } compuesta por elementos
de H que va de a a p. Entonces ¢ no estd en ningtn elemento de L;, porque de
otro forma existiria una cadena simple de elementos de H que va de a a q. Pero, ¢
estd en algin H € C,. Asi que existe al menos un ¢ tal que L; N H # &. Entonces,
L' = {Ly, Ls,...L;, H} una cadena simple de elementos de H que va de a a q.
Asiqg € Y,,yY,esabierto en X.

De lo anterior, como Y, es abierto y cerrado de un espacio conexo X. Se tiene
que Y, = X. L

Anunciaremos un ultimo teorema que nos ayudard en la siguiente seccion.

Definicion 2.9. Una funcion f : A — B a trozos es una funcion cuya grdfica es

union de lineas rectas.

Teorema 2.16. (Teorema de escalacion) [2] Si f y g son funciones lineales a
trozos y tienen a 0 y 1 como puntos fijos, entonces existen funciones a trozos

h,j :[0,1] — [0, 1] que tienen como puntos fijos a0y 1 tal que f o j = g o h.

2.2.4. Limites inversos conexos

A continuacion mostramos resultados dados por S. Greenwood y J. Kennedy.

Teorema 2.17. Sean X, Y y Z son espacios métricos, V' C Y abierto tal que

V' #£Y, G un subconjunto cerrado en X x Y, y H un subconjunto cerrado en
Y x Z. Si

1. my (G * H) no es subconjunto de V,
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2. 1my(GrxH)NV £ 2,y
3. Wy(G)ﬂﬂ'y(H)ﬁavzg,
entonces G « H no es conexo.

Demostracion. Sean By = 7 (V)N (G* H), VE =Y \V,y B, = 7,/ (VE) N
(G x H). Entonces E; y E5 son subconjuntos no vacios y cerrados en G x H y
E1 U E2 =G+ H.

Supongamos (z,y, z) € E1 N Es, entonces
(z,y,2) € [m (V)N (G H)| N [r (V) N (G * H)
=y (V)N (VE) N (G* H)
= (VNVO N (G« H).
De aqui que (7,y,2) € my (V N VC), esto implica que y € V N VC, esto es
imposible pues 7y (G) N7y (H)NOV = @. Asi, £y N Ey = @. Por lo tanto, G x H

No €S Conexo. [
M
Corolario 2.1. Sean N < M < L son enteros positivos, V es un abierto de ] I;
=N

yparacadal <i < L, f; : I .1 — 21 es funcion de ligadura usc. Sean

G=Yuuml'(fi) vy H=%wyl'(f;)

G* H = Yp,nl(fi)
Si
1. 7N (G x H) no es subconjunto de V,
2. mn)(G+H)NV # @,y
3. mvm)(G) Ny (H) NOV = @

entonces
G+ H =%, l'(f;)

no es conexo.
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Lema 2.5. Sea Y = I = [0,1), sean X y Z productos infinitos de intervalos,
G C X xYyH CY X Z conexos que son union finita de conjuntos cerrados

con interior no vacio, y

Entonces existe un subcontinuo K en GxH tal que my (K) = 7;(K) = 1. Ademds,
six; € Gy N € N son tales que my(x1) = 0, y1 € G tal que nn(y1) = 1,
Xy € H tal que mn(X2) =0, yy2 € H tal que n(y2) = 1, entonces K puede ser

elegido de tal forma que contenga a los puntos X; * Xo Yy y1 * Yo.

N—1 M

Demostracion. Supongamos que X = [] Iy Z = [] I., donde cada I,
a=0 a=N+1

es un intervalo cerradoy 1 < N < M, con N y M enteros no negativos. Sean

n
G = |J G, donde cada G; es un subconjunto cerrado con interior no vacio y
i=1

m
H = |J H,, donde cada H; es un subconjunto cerrado con interior no vacio (cada
Jj=1

G, y H; es un producto de intervalos cerrados no degenerados). Sea G = {G; :
1<i<n}yH={H;:1<j<m}

Como x; € G es tal que my(x;) = 0, y; € G es tal que my(y1) = 1,
Xy € H estal que my(x2) = 0y yo € H tal que my(y2) = 1, aplicando el Lema
2.4, existe una cadena simple C' = {C7,Cs,...,Cy} de elementos de G, con
x; € C1yy; € Cy, y también existe una cadena simple D = {D;, Dy, ..., D;}
de elementos de H con x; € Dy yys € D;. Existe un arco poligonal P en | C,
con puntos finales x; y y1, y existe un arco poligonal @) en | J D con puntos finales
X5 Y yo. Como Py () son arcos poligonales existen funciones lineales a trozos
continuas sobreyectivas g : [0,1] — Py h : [0,1] — @ tales que ¢g(0) = x;,
g(1) = y1, h(0) = %9,y h(1) = ya. Entonces my o g,my o h : [0,1] — [0, 1]
son funciones continuas lineales a trozos y (mx o ¢)(0) = 0, (7y 0 g)(1) = 1,
(my o h)(0) =0y (my o h)(1) = 1. Aplicando el Teorema de Escalacion existen
funciones lineales a trozos «, 8 : [0,1] — [0,1] tales que «(0) = 0 = 5(0),
a(l)y=1=p(1),yryogoa=nmyohof.

Definamos la funciéon ¥ : [0,1] — P » () de la siguiente manera U(t) =
(g o @)(t) * (h o B)(t). Por la Proposicion 2.17, la funcion ¥ es continua. Asi
K = ¥([0,1]) es un continuo en P x Q). Como V(0) = x1 X2, V(1) = y1 xy2 ¥

v = (X1 *X2) = 0, 7y = (y1 *y2) = 1 tenemos que 7y (K) = 1. O
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Notacion

= Si J es un intervalo entonces |.J| denotara la longitud de J.

N
= Diremos que /™M = [T I;, donde N, M son enteros positivos
i=M

Teorema 2.18. Si G es un continuo en 1N tal que 7y (G) = Iy y H un continuo
en INM tal que my(H) = I. Entonces existe alguna componente C de G « H
tal que wN(C) = Iy. Ademds, si x; € G es tal que mn(x1) = 0; y1 € G es tal
que TN(y1) = 1; x9 € H es tal que my(x2) = 0, yo € H es tal que n(ys) = 1,

entonces C' se puede elegir de modo que contenga a los puntos X1 x X y y1 * Yo.

N-1 M
Demostracion. Hagamos X = [[ [;y Z =[] 1;.Entonces G C X x In,y
=0 j=N+1

H C Iy x Z. Para cada entero positivo k, existe una cubierta finita Uy = {uy, :
1 <@ < jx} de G por abiertos bdsicos tales que uy, € Uy contiene un punto de
G y Imy(un,)
finita Vi, = {vg, : 1 < j < g} de H por bésicos abiertos tales que cada vy, € Vj,
para N < p < M. Ademas,

< m, para 0 < p < N. De igual forma, existe una cubierta

contiene un punto de H y |7Tp(vkj)\ < —k(MlH)’

Jk n
Gk: Uukl y Hk:UUkj
i=1 j=1
son continuos en X X Iy y Iy X Z respectivamente. Entonces
Jk Nk
ﬂUkZ:G y ﬂl}kj:H.
i=1 j=1

Asi, por la Proposicion 2.16, (\(Gy  H,) = G + H. Por el Lema 2.5, existe
un continuo Cy, C Gy, x Hy tal que mn(Cy) = Iy.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que la sucesion C', Cs, . .. converge
al continuo C' relativo a la métrica de Hausdorff. Puesto que 7wy (Cy) = Iy para
cada k, 7y (C) = Iy. Ademas, C' C G x H yaque Cy, C Gy x Hy.

Asi podemos elegir 'y, tal que x; * X3 Yy y1 * y2 estan en C. Por lo tanto C'

contiene los puntos X; x Xo Y Y1 * yo. ]

Corolario 2.2. Sean N, M enteros positivos tal que N < M, y para cada 1 <

i < M, fi : Iy, — 2% es una funcién de ligadura sobreyectiva usc. Si G =

* v (fi),
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es conexoy G = Y vl (f;), entonces
G+ H = %pl(fi)

y existe un continuo K en G x H tal que mn(K) = Iy.

Corolario 2.3. Sea N un entero positivo y para cada i > 1, f; : I, — 20
es una funcion de ligadura usc sobreyectiva. Si G = Y nI'(fi) es conexo y

H = % n00)I'(fi) es conexo, entonces
GxH = *[1,oo)r<fz)

y existe un continuo K en G x H, tal que my(K) = I.

Corolario 2.4. Sea M un entero positivo tal que M > 2, y para cada 1 <1 < M,
fi: Iy — 2% es una funcion de ligadura usc sobreyectiva cuya grdfica U'(f;) es

conexa. Si X = %, M)F( fi) entonces existe un continuo no degenerado K C X.

Demostracion. Sean X; = % ql(f;) para2 < i < M,y G; = G(f;") para
1 < ¢ < M. Por el Teorema 2.18, existe una componente C5 de X, tal que
T (02) = Il.

= Ahora, si m(Cs) es degenerado, existe zo € I tal que m(Cs) = {22}y
existe zo € Y tal que mo(z2) = 2o. Entonces Cy x {zy} es un continuo no

degenerado que estd en X.

= Por el contrario si m5(C5) es no degenerado y existe algin intervalo [as, bo]
con as < by tal que mo(Cy) = [asg, bsl, existe G un subconjunto cerrado de
G5 tal que GY es conexo y mo(G%) = [ag, bs]. Aplicando el Teorema 2.18,
existe un continuo C5 en Cy x G tal que m(C3) = [ag, by]. Notemos que
Cy * Gy C X3, si M = 3 se tiene el resultado.

» Este proceso finito continua: Si M > 3,y m3(C3) es degenerado, existe z3
tal que m3(C5) = {23} y existe z3 € Y; tal que m3(z3) = z3. Entonces,
C3 % {z3} es un continuo no degenerado en X. Por el contrario, si w5(C5) es
no degenerado y existe algin intervalo [ag, bs] con a3 < bs tal que w3(C3) =

[as, b3]. También existe G, un subconjunto cerrado de G4 tal que G, es
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conexo y m3(GY) = [az, ba], y aplicando el Teorema 2.18, existe un continuo
C3 en Cy x G tal que m2(C3) = [ag, bs]. Notemos que C3 x Gy C Xy, si

M = 4 se tiene el resultado.

= Este proceso termina hasta M o antes, con un continuo no degenerado
Cry-1x{zm-1} € Xy = X (si, mp-1(Chr—1) es degenerado) o un conti-
nuo no degenerado Cyy C Cyy—1 * Gy, C Xy = X (simar—1(Cpr-1) es no

degenerado).
O]

Corolario 2.5. Sea G C I"M es un subconjunto cerrado y conexo, H C I'N-M
un subconjunto cerrado y conexo. Si para cada componente de G x H, mn(C) =

In. Entonces G % H es conexo.

N-1 M
Demostracion. Sean X = [ I,,Y =IyyZ = ][] I;.EntoncesG C X xY
i=0

i=N+1
yHCY x Z.

Supongamos que G x H no es conexo, entonces existen dos componentes no
vacias, disjuntas C; y Cs en G x H que cumplen 7y (C1) = Iy y wn(Co) = Iy,
ast, existen x € Oy Ny ({0} yy € Co Nyt ({11).

Entonces xg = Txxiy(X) € G, yo = Txxiy(y) € Gy Xy = Tryxz(X) €
H,yy = myxz(y) € H, aplicando el Teorema 2.18, existe un continuo D en
G x H tal que Xxg *x Xy = Xy yo *xyy = Yy estdn en D. Pero esto es una
contradiccién porque tendriamos que D C C} U Cy con C, Cs disjuntos y Cy N
D#2#+#Cy,ND. O

Corolario 2.6. Sean N, M enteros positivos tales que N < M y para cada 1 <
i < M, fi : I 11 — 2% son funciones de ligadura sobreyectivas y usc cuya grdfica

es I'(f;) es conexa. Si

G=%pnpml(fi) v H=%wml(fs)

son conexos, y la proyeccion de cada componente de G x H = vl (fi)

sobre Iy es In. Entonces G x H es conexo.

Corolario 2.7. Sea N € Ny para cada i > 1, f; : I;.1 — 2% son funciones de

ligadura sobreyectivas y usc cuya grdfica I'( f;) es conexa. Si
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G = *[1,N}F<fz) y H = *[N,oo)r<fl)

son conexos, y la proyeccion de cada componente K de
GxH = *[1,oo)r(fz)

es sobre Iy es Iy. Entonces G x H es conexo.
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Capitulo 3
No conexidad

En este capitulo mostraremos las condiciones para que el limite inverso no
sea conexo. Comenzamos con el siguiente teorema que usa como condicién que
si la grafica de las funciones de ligadura o la composicion de ellas no es conexa

entonces el limite inverso no es conexo.

Teorema 3.1. Sea {X;};cn una suesion de conjuntos cerrados de [0,1] y { fi }ien

una sucesion de funciones usc sobreyectivas f; : X, 11 — 2~ para cada i € N. Si

existen m,n € N conm < nyT(fn,) no es conexo, entonces lim{X;, f;} no es
—

conexo.

Demostracion. Si im{X;, f;} es conexo y m,n € N con m < n entonces
7r{m7n}(li£1{X,-, f,})<_: (T'(fmn)) ! es un conjunto conexo. Por otra parte I'( f,.,,)
no es conexo, entonces existen conjuntos A y B disjuntos y cerrados tales que
U(fmn) = AUByANB=g,deaqui (T(fm,)) ' =(AUB)'=A1tuB™!
yA'NB™' =g,donde A~! = f1(A), B! = f1(B), puesto que Ay B son

cerrados entonces A~! y B~! son cerrados. Por lo que (I'(f,.,)) " no es conexo.

De aqui que lim{ X}, f;} no es conexo. O
H

A continuacién mostramos un par de ejemplos, en donde se aplica este teore-

ma.
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Ejemplo 3.1. Sea f : [0,1] — 2% dada por

( {0,z} st ogxg}l,
0 St i<x<%,
flz) =
{3z -2,0} si 3<z<1,
| I=1[0,1] s x=1.

y f(1) = [0, 1], cuya grdfica la podemos ver en la Figura 3.4.

Figura 3.1: T'(f)

Sea K = lim{X;, f;} donde X; = (0,1, y f; = f paratodoi € N, T(f?) es
H
la Figura 3.2.
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Figura 3.2: T'(f?)

31
1)1
Teorema 3.1, K no es conexo.

Notemos que (2, %) es un punto aislado, por tanto T'( f?) no es conexo. Por el

3.1. Productos Ingram-Mahavier y CC-sucesiones

En esta secciéon mostramos resultados dados por Sina Greenwood, Judy Ken-
nedy y Michael Lockyer quienes introdujeron nuevos conceptos como son CC-
sucesiones y bases componentes para poder caracterizar a las graficas de funcio-
nes de ligadura y determinar cuantas componentes tiene un limite inverso, en [5].
A continuacién daremos algunas definiciones y la notacién que se necesita para

abordar esta herramienta.

Definicion 3.1. Si I y f : I — 2! es una funcién usc sobreyectiva que tiene
grdfica conexa diremos que f es completa.
Si para cada i € N, I; = [0, 1], f es una sucesion de funciones f;\1 : I;11 —

2li y cada f; es completa, entonces la sucesion f se dice completa.

Definicion 3.2. Supongamos que f es completa. Si H es un subcontinuo de T'(f)
y para cada x € [0,1], ({z} x f(x))NH = &, o ({x} x f(x)) N H es conexo,

entonces H es una subgrdfica fibra-conexa de I'(f).
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Definicion 3.3. Si f es completa y se cumple lo siguiente:

1. Para k un ordinal y para cada o < k, I, C I'(f) es una subgrdfica fibra-
conexa de T'(f);

2.T(f) =U{Ts:a <k},
3. paracada o < k, U'(f) A U{Ts: B <k, BF#a}y

4. Si H es una subgrdfica fibra-conexa de I'(f) tal que ', C H para algiin «,

entonces ', = H,

entonces {I'y, : o < K} es una descomposicion de T'(f) en subgrdficas fibra-

conexa. Si k = 1 entonces I'(f) es fibra-conexa.

Para lo que sigue solo consideraremos descomposiciones finitas de una grafica
en subgraficas fibra-conexa , es decir x es un ordinal finito.
Bani¢ y Kennedy en [1, Teorema 4.5], mostraron el siguiente resultado.

Teorema 3.2. Si f es una sucesion completa entonces lim f tiene al menos una
«—

componente C tal que para cada i € N, ;1 ,;(C) = T'(f;).
El siguiente corolario se sigue de este Teorema.

Corolario 3.1. Si f es una sucesion completa, entonces paran € NO, ;cpnI'(f;),

tiene una componente C' tal que para cada i < n, m;11,(C) = I'(fiy1)-

Definicion 3.4. Supongamos que f es una sucesion completa y que C es una
componente de lim f. Entonces C' es grande si para cada i € N, 7;11,(C) =
%

[(fiv1), y C es pequeria si no es grande.

Definicion 3.5. Sean m,n > 1y para cada i € [m,n|, T; C I'(f;). Si para cada

i €N, mi11,(D) = T;11 entonces D es una componente grande de *icii,n Lis -

Proposicion 3.1. Sea n € N. Si para cada i € [1,n], X; es de un solo elemento o
un intervalo cerrado, f; : X;11 — 2% es completa. Entonces *ie[l’n]lﬂ( fi) tiene

una componente C' tal que para cada i < n, m;1,;,(C) = LT'(f;).
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Demostracion. Supongamos que los espacios X ,..., X, son no singulares,
donde j; < --- < jn, y los espacios Xy, ,..., Xy, , son de un solo elemento,
donde k; < - -+ < kp—p.

El resultado es trivial si j,,, = 1, supongamos que j,, > 1.

Para cadai € [1,m — 1],

® 8ijiy1 = j; + 1, definimos a g;41 : Xj,,, — 2% como la funcién f;,

= Si jiy1 # j; + ldefinimos a ¢;; : X, , — 2% como la funcién cuya

Jit1
graficaes X, x X,

Ji+1
Por el Corolario 3.1 *ie[l,m}F( g;) tiene una componente grande C'.

Supongamos que
h: *ie[l,n]r(fi) — *ie[l,m]r(gi)

es la proyeccion natural, dada por h((xg, z1, ..., %)) = (2}, T, . .., T, ). Dado
que f; es sobreyectiva para cada ¢ € [1,n]y cada Xy, coni € [1,n —m] es de un
solo elemento, se sigue que h es biyectiva y como h 'y h~! son continuas, entonces
h es un homeomorfismo.

Asi, h='(C) es una componente de % e, '(f;) y claramente 2(C') es una
componente grande de ;e '(fi). O

Proposicion 3.2. Si para cada i € N, X; es singular o un intervalo cerrado, y

fis1 : Xip1 — 2% es completa. Entonces lim f tiene una componente C' tal que
—

para cada i > 0, m;11,;,(C) = T'(fi).

3.2. Bases componentes

En esta seccion comenzaremos dando algunas definiciones previas para po-
der definir una base componente. Daremos ejemplos y lemas que estidn disefiados
para dar claridad a las bases componentes; esto es, como detectarlas, crearlas y
aplicarlas.

El concepto de base componente es introducida por Sina Greenwood y Judy
Kennedy en [3], que en un principio es definida como CC-sucesion. El resultado

principal es el siguiente
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Teorema 3.3. Si las funciones de ligadura admiten una CC-sucesion si 'y solo si

el limite inverso no es conexo.

La existencia de una CC-sucesion es equivalente a la existencia de una base

componente débil la cual definimos ahora.

Definicion 3.6. Dados los intervalos cerrados [a,b], [c,d] C I, sea Z = [a,b] X

¢, d]. Entonces
w el conjunto (I x (d,1]) U ([0,a) x 1)U Z es un marco-TL.
w el conjunto (I x (d,1]) U ([b,1) x I) U Z es un marco-TR.
w el conjunto (I x [0,¢)) U ([0,a) x 1)U Z es un marco-BL.
w el conjunto (I x [0,¢)) U ((b,1] x I) U Z es un marco-BR.

Si0<a<b<ly0<c<d<1entonces

el conjunto (I x (d,1]) U Z es un marco-T

el conjunto (I x [0,¢)) U Z es un marco-B

el conjunto ([0,a) x I) U Z es un marco-L

el conjunto ((b,1] x I) U Z es un marco-R

Si € > 0,definimos
Ze)=((a—e,b+e)x(c—e,d+e)N(I x1I)
Definicion 3.7. Supongamos que f es completa. Si
Y e{T,B,L,R,BL,BR,TL, TR}

y existen € > 0y C" una componente del conjunto I'(f) N Z(¢) tal que C' C Y,
entonces cualquier componente C de C' N Z es un Y -conjunto en T'(f). Si C' es

un 'Y -conjunto para cualquier Y entonces llamamos a C' un S-conjunto.
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Definicion 3.8. Si f es una sucesion completa donde existen m,n € N, con 0 <
m < n, ypara cada i € |[m,n| existe un S-conjunto S; C I(f;). Entonces
(Sms - - ., Sn) es una base componente débil siempre que se cumplan las siguientes

condiciones:

1. Para cada i € [m — 1,n] existe un intervalo cerrado A; C I;, 0,1 & A, y

0,1 A,_1yparacadai € [m,n|, S; C A; x Aj_1;
2. existe un punto (py,) € Umf tal que (Pm—1,Dm, - -, Pn) € KicimnSis
H
3. El conjunto S,, es un L-conjunto o R-conjunto

4. = Sin = m+1, entonces S, 11 es un B-conjunto si S,, es un R-conjunto,

o un T-conjunto si S,, es un L-conjuntoy

= Sin > m+ 1, entonces S,,+1 es un BR-conjunto o B L-conjunto si
Sm es un R-conjunto 'y S,,1 es un T’ R-conjunto o T'L-conjunto si S,,

es un L-conjunto.

508 m+1 < i < n—1, entonces S;11 es un BL-conjunto o S;;1 es un
BR-conjunto si S; es un BR-conjunto o S; es un T'R-conjunto, y S;1 es
un T'L-conjunto o S;1 es un T R-conjunto si S; es BL-conjunto o S; es

T L-conjunto

6. Sin > m + 1, entonces S,, es un B-conjunto si S,_1 es un BR-conjunto
o T'R-conjunto, y S,, es un T-conjunto si S,_, es un BL-conjunto o T'L-

conjunto.

En la Figura 3.3 se muestra la forma de una base componente débil. Observe
que un L-conjunto debe ser seguido por un 7'L-conjunto; un 7'R-conjunto o un
T'-conjunto, cada uno incluye a 7". De manera similar un [2-conjunto debe ser
seguido por un B L-conjunto, B R-conjunto o un B-conjunto, cada uno incluye
a B; un T'L-conjunto o un B L-conjunto debe ser seguido por un 7'L-conjunto,
un 7'R-conjunto o un 7-conjunto, que incluyen al conjunto L, y se siguen por
los conjuntos que contienen a 7'. De igual forma un 7' R-conjunto o B R-conjunto

debe ser seguido por un B L-conjunto, B R-conjunto o B-conjunto.
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4 Ik

R-conjunto L-conjunto
BR-conjunto BL-conjunto TR-conjunto TL-conjunto

b e <

Jh MF

BR-conjunto BL-conjunto TR-conjunto TL-conjunto
BR-conjunto TR-conjunto BL-conjunto TL-conjunto

B-conjunto T-conjunto

Figura 3.3: Base Componente débil
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Teorema 3.4. Si f es una sucesion completa, C una componente de f, (S, ..., Sp)

es una base componente débil y C' N Wfﬁ}_l nl (*ie[m,n] S;) # @, entonces
Tr[m—lyn](c) - *iE[m,n}Si'

La prueba de este teorema es la prueba del Teorema 3.1 en [3].

Definicion 3.9. Si f es una sucesion completa, o = (S,,,...,S,) es una base
componente débil, ninguna subsucesion de o es base componente débil, y existe
una componente C de lim f tal que para cada i € [m,n|, m;;—1(C) = S;, se dice
o es una base compone;e y C' es capturado por (S, ..., Sy). Si D es una com-
ponente de imf y para cada i € [m,n|, m;;_1(D) C S, se dice D es capturada
débilmente p?r (Smy -y Sn)-

El siguiente resultado se puede consultar en [5], el cual muestra la utilidad de

las bases componentes.

Teorema 3.5. Si f es completa entonces son equivaletes los siguientes enuncia-
dos:

1. Sif admite una base componente débil.
2. Sif admite una base componente.
3. lim f es disconexo.
—
4. Existe n > 0 tal que para cada k > n, % ; yI'(f;) es disconexo.

Demostracion. Laequivalenciade (1), (3) y (4), se sigue de las definiciones y del
Teorema 3.3. Claramente (2) implica (1). Supongamos o = (S! ,...,S!) es una
)

base componente débil donde S! C I'(f;) para cadai € [m,n], p € limf, tal que
—

(pm—h o 7pn) € *iE[m,n]Sz/7

y para cada i € [m — 1, n] existe un intervalo cerrado [a;, b;] C I;, que cumplen
que 0,1 & [apm, bn] y 0,1 & [a,_1,b,_1] y ademds,

Si C [ag, b;] X [ai—1,bi—1]
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para cada i € [m,n|. Sin pérdida de generalidad supongamos que ninguna subsu-
cesion de o es base componente débil. Mostraremos que existe una base compo-
nente (Sy, ..., ) talquem <k < <n.

Supongamos n = m + 1.

Sea [¢,d] = mg(S),) y [¢,d] = my(S)). Si S, es un L-conjunto entonces S/,
es un 7'-conjunto. Se sigue que ¢ = a,, = min(wg(S),)), de lo contrario I'(f,,)
es disconexo, y d' = b,, = max(my(S5))). De otra forma I'(f,) es disconexo.
Igualmente, si .S, es un R-conjunto entonces S, es un B-conjunto, d = b, =
max(ry(S!))y d = a,, = min(my(S))).

Supongamos que S/, es un L-conjunto. Sean S, una componente de S/ N
([¢,d] x I,_q) tal que 7y (S,,) = [¢,d] (podemos elegir la componente que
contiene a (p,—1, Pm) PEro No es necesario) y .S, una componente de S;, N (1, x
[, d]) tal que 7 (S,) = [¢,d]. Claramente S,, es un L-conjunto y S,, un 7-
conjunto. Por la Proposicién 3.1, S,, x S,, tiene una componente grande y por lo
tanto (S,,, S,) es una base componente. De igual forma si S/, es un R-conjunto.

Supongamos n > m + 1.

Sean D, = S}, [c),.d,] = mu(Dy,) (@si ¢, = an y d,, < by, si S, esun
L-conjunto, y ¢, > a,, y d,,, = by, si S}, es un R-conjunto).

Si Dy y [¢},d},] C I) se han definido para k € [m,n — 2], entonces sea Dy

la componente de (141 x [c},,d}]) N S}, que contiene a (pj11, k), y sea

[C;f—i-lv ;H-l] = Th(Dry1).

= Si S).,, esun T L-conjunto entonces Dy es un T L-conjunto, un L-conjunto

o T-conjunto.

= Si S}, esun T R-conjunto entonces Dy es un T'R-conjunto, un Z-conjunto
o T-conjunto.

= Si S).,, esun BL-conjunto entonces Dy es un B L-conjunto, un L-conjunto

0 B-conjunto.

= Si S).,, esun BR-conjunto entonces Dj, 1 es un B R-conjunto, un R-conjunto

0 B-conjunto.
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Si Dy.41 es un L-conjunto o un R-conjunto entonces puede mostrarse que

<Dk+1>SI/c+27 R S;z>

es una base componente débil, y si Dj,1 es un 7T’-conjunto o un B-conjunto, en-
tonces (D, . .., Dg11) es una base componente débil.

Sin pérdida de generalidad supongamos que paracadai € [m+1,n—1|, D; no
es un L-conjunto, un R-conjunto, un 7'-conjunto, o un B-conjunto (de otra forma
tomar la subsucesion minima (D;, . .., Dy) que es un una base componente). Asi
paracadai € [m,n — 1], 7y (D;) = [¢},d}] y paracadai € [m + 1,n — 1],

w d,_, = max(my(D;)), si D; es T'L-conjunto o T'R-conjunto,

)

v ¢, =min(my(D;)), si D; es BL-conjunto o B R-conjunto,
v ¢, = min(ry(D;)) = a;, si D; es T'L-conjunto o B L-conjunto, y

v d; = max(wy(D;)) = b;, si D; es T’ R-conjunto o B R-conjunto.

/ i
n—15“n

Sea D,, una componente de (I,, x [c _4]) N'S!, que contiene a (pp, Pr—1).
Claramente, si S), es un 7T-conjunto entonces D,, es un T-conjunto y d;_; =

méx(my (D,,)), de otra forma es un B-conjuto y ¢/, ; = min(my(D,,)). Asi

es una base componente débil.

Si S/ es un T-conjunto entonces .S/, _; es un 7'L-conjunto o BL-conjunto, y

/
n—1

por lo tanto ¢ = ap_1, y si 5!, es un B-conjunto entonces S/ _; es un T'R-
conjunto o un B R-conjunto, y por lo tanto d/, | = b,,_;.
Sean .S;, la componente de
Dy 0 (In % ey, dyp 1 ])

n—1

que contienen a (p,, Pn_1) Y [¢no1,dn_1] = 7v(Sy) (@si ¢,y > a1 =¢, 1y

dpy =d,_| < by siS,esunT-conjunto, y ¢,y = ¢, | > ap_1y dpq <

' 1 =bp_1 1S, esun B-conjunto).
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Si Sy y [ek_1, di_1] han sido definidos para k € [m+1, n], entonces el conjunto
Sk—1 es componente de ([cx_1, dg_1] X I_2) N Dy_; que tiene al punto (pg, Pr_1)

y sea [cip—2, dg—2] = Ty (Djp—1).

= Si Dj_4 es T'L-conjunto entonces Si_; es un 7'L-conjunto, un 7-conjunto

o un L-conjunto.

= Si Dy, es T'R-conjunto entonces S;_; es un 7'R-conjunto, un 7'-conjunto

0 un R-conjunto.

» Si Dy es BL-conjunto entonces Si_; es un B L-conjunto, un 5-conjunto

o un L-conjunto.

= Si D;_1 es BR-conjunto entonces S_; es un B R-conjunto, un B-conjunto

o un R-conjunto.

Si Sk_1 es un L-conjunto o un R-conjunto entonces (S_1,...,5,) es una base

componente débil, y si Si_; es un 7T'-conjunto o un B-conjunto entonces
<Dm7 ct Dk—27 Sk—1>

es una base componente débil.

Sin pérdida de generalidad supongamos que para cadai € [m + 1,n — 1], S;
no es un L-conjunto, un 2-conjunto, un 7'-conjunto o un B-conjunto. Asi para
cadai € [m+ 1,n — 1], 7g(D;) = [c;,d;] (como (p;, p;_1) € D;), y para cada
i€ [m+1,n],mv(Di—1) = [cio1, di—1]-

Tenemos que S, es una componente de ([¢,,, dp| X I,—1) N D,, que contiene
al punto (p,,, Pm—1). Si D,, es un L-conjunto entonces S,, es un L-conjunto, de
otra forma S,,, es un R-conjunto. En otro caso 7y (Sy) = [¢m, dm].

Asi (S, ..., S,) es una base componente débil. Por construccion de

paracada k € [m,n — 1], 74 (Sk) = 7 (Sk+1) = [ck, di). Por la Proposicién 3.1,
K ic[m,n)S; tiene una componente grande C'y por lo tanto m;(C)) = S; para cada

i € [m,n].
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Por el Teorema 3.4, (S,,, ..., S,) es una base componente. [

Con las mismas ideas de la demostracion del Teorema 3.5 se prueba el siguien-

te corolario.

Corolario 3.2. Si f es completa 'y (S!,,...,S!,) es una base componente débil,
entonces existe una base componente (S,,, ..., S,) tal que m' < m <n <n'y

para cada i € [m,n), S; C S..

Corolario 3.3. Sea f completa y m,n € N, m < n. Entonces ¥icjm,nl'(fi)
es disconexo si 'y solo si la familia de funciones {fp,, ..., f.} admite una base

componente.

Asi podemos reformular las condiciones (1) y (2) de la Definicién 3.8, de la

siguiente manera.
(1)" paracada i, m < i < n,existe un S-conjunto S; C I'(f;), y
(2), *zG[m,n]Sz 7£ %]

Ejemplo 3.2. El cldsico ejemplo de una sucesion f que se da en [8] por T. W.

Ingram, muestra que lim f es disconexo. La sucesion f tiene una sola funcion de
—

ligadura cuya grdfica se muestra en la Figura 3.4. Con el fin de simplificar el

ejemplo, supongamos que fi = fo = f y para cada i > 2, f; es la identidad.

113 3

Entonces, el punto {(3, 7,5, 5. - --)} es una componente de lim f.
pra

11
401
) y no es unico. El conjunto {(

Cualquier L-conjunto debe contener el punto (3, 7). Cualquier L-conjunto
11

11 P
i 3:7)} es en si mismo
. . 1 .
un L-conjunto, y para cualquier x, 0 < x < ; la linea recta que va de (v,x) a
3 1
1)

debe contener el punto (

( }1, %1) es un L-conjunto. Similarmente cualquier T-conjunto debe contener (
11

y no es inico. Observemos que {(%, 1), (2,1)} es una base componente.

101

Al parecer si f es una sucesion completa 'y (S,,,...,.S,) es una base compo-
nente admitida por f (y por lo tanto lim f es disconexo), entonces los dos conjun-
tos Sy, y S, son los responsables de (lzdisconexidad. La funcién de los conjuntos
entre ellos es asegurarse que ellos se alinean como se demuestra en el siguiente

ejemplo.
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(33

Figura 3.4: Ejemplo de Ingram

Ejemplo 3.3. Sea f : [ — 2! una funcién cuya grdfica se muestra en la Figura

3.5. Sea f el sistema donde f, = fo = fyparacadai > 2 es la funcion identidad.

Entonces el conjunto Sy = {(5, )} es un L-conjunto, Sy = {(2, )} es un

T L-conjunto también es un BR-conjunto 'y S3 = {(2,2)} es un T-conjunto.

Como (}1, i, %, %) € S1xSa%Ss, se sigue que (S1, S, S3) es una base componente,
1133 3 ‘

y {(Z’ T )} es una componente de {Elf.

Observemos que, en términos generales, el L-conjunto introduce la coordena-
da % de 1y y arroja la coordenada i en I. El'T L-conjunto introduce la coordena-
da }L de I, y arroja la coordenada % en I5. De esta forma la salida de L-conjunto
transita a través de 'I' L-conjunto en una salida que esté en linea con la entrada

de % de I, en T'-conjunto, permitiendo que se produzca la disconexion.

Podemos observar que es posible tener una sucesién anidada de S-conjunto
en una gréfica. La Figura 3.6 da un ejemplo de L-conjunto anidada. Todo punto
p en la gréfica tal que I'(f) \ {p} tiene tres componentes que es la frontera de un

L-conjunto.
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G

(1.9]

Figura 3.5: Gréfica de f

Figura 3.6: L-conjuntos anidados

3.2.1. Aplicaciones de Bases Componentes

Diremos que la funcién conjunto valuada f : I — 2! es continua si para cada
sucesion convergente {z;};en tal que z; — x entonces f(x;) — f(z), con la

métrica de Hausdorff.

Teorema 3.6. Si para cada i € N, fi.1 : I;1 — 25 es una funcion completa

continua, entonces lim f es conexo, y para cada n € N, *ie[l,n]f‘( fi) es conexo.
%
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Demostracion. Como cada f; es continua y su grafica no contiene un L-conjunto
o un R-conjunto, el sistema no admite una base componente y lim f es conexo y
—

para cadan > 0, %0 1'(fi) es conexo. O

En [7], Ingram da un ejemplo con una funcién de ligadura completa f tal que
K*icinl'(fi) es conexo y *ici,n11I'(fi) es disconexo. A continuacién mostra-
remos un nuevo ejemplo con Jc1,I'(fi) conexo y Jicini1I'(fi) disconexo
usando bases componentes, dado por S. Greenwood, J. Kennedy y M. Lockyer, en

[5].

Ejemplo 3.4. Sean € N. Sea f : I — 2! una funcién cuya grdfica esta en la

Figura 3.7, tal que p; = (%1, %1), Pnt1 = (%7%

NEERUEET
Pi=\q3 o1 Ton )

Cualquier L-conjunto en la grdfica de [ debe contener el singular {(i, }1)} y

), ypara cada i, 1 <i <mn,

no hay R-conjuntos. Cualquier T-conjunto de contener el singular {(%, i)} y no

existen B-conjuntos.

Sea f un sistema con una sola funcion de ligadura [ y supongamos que

(S1,...,Sn) es una base componente. Debe ocurrir que S, es un L-conjunto,

y S = {(x,;ll) b<x < }1} para algiin b € (07}1]. Se sigue que S5 es un

T L-conjunto en T'( f3) que contiene al punto ps. Si b < }l entonces ninguin I'L-

conjunto existe asi S1 = {(3,1)} v S2 = {p2}. Si S; ha sido definido para
1 <i<n-—15; es un T L-conjunto en G(f;) y S; = {p;}, entonces S;,
es el TL-conjunto {pis1}. Asi, Spoi = {poa}t = {3 —5%,2—2)} es un
T L-conjunto. Se sigue que S,, es un T-conjunto pero no existe un T'-conjunto
enl, X {% — i} lo cual es una contradiccion. Asi Yk, I’ (f) es conexo. Hemos
visto que {p1} es un L-conjunto y para cada i, 1 < i < n, p; es un T L-conjunto.
Ademds, {p,+1} es un T-conjunto 'y (p1,...,pn11) es una base componente, por

lo que Y1 n1)'(f) sea conexo.
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Figura 3.7: Grafica de f

En el Ejemplo 2.9 se muestra que el limite inverso de una sucesion inversa
{fi}ien es conexo pero el limite inverso es disconexo si las funciones de ligadu-
ra son las funciones inversas, a continuacién presentamos otro ejemplo con las

mismas condiciones.

Ejemplo 3.5. Las grdficas de las funciones f,y fo en la Figura 3.8, y para cada
1 > 2, f; es la identidad. A continuacion damos una prueba alternativa de que

lim f es conexo no implica que lim £~ es disconexo.
— —

Figura 3.8: Graficas de f; y f5



70 No Conexidad

Sea S7 = {(}17 i)} y Sy = {(%, %) } Se puede observar que (S1,Ss) es una
base componente y por lo tanto limf es disconexo. Las grdficas de f; 'y fy*
se muestran en la Figura 3.9, se <p_uede observar que no exiten R-conjuntos en
['(f1), y para cualquier L-conjunto en T'(f1) debe tener al conjunto {(%, }l)}
y es un subconjunto de {(x, r):0<z< %L} De manera similar no existen B-
conjuntos en fy 'y cualquier T-conjunto debe contener al singular { (%u %) } yes

2

un subconjunto de {(m, T+3): % <z < 1}. Ahora

1 r 2. 1
0<e < = % -+ ) -<z<l,=0
{@ao<osife{@i+dj=oct
por lo tanto no existe base componente y lim £~ es conexo.
H

G2

Figura3.9: G(f; ")y G(f;")

Daremos un segundo ejemplo. otra vez utilizamos la caracterizacién disco-
nexidad por la existencia de una base componente. Solo que en este ejemplo las
funciones inversas no admiten una base componente porque sus graficas no tienen

L-conjuntos o R-conjuntos.

Ejemplo 3.6. Sean f1 y f> funciones cuyas grdficas se muestran en la Figura 3.10,
yparacadai > 2, f; es la funcion identidad. Sea S1 = {(%, %) } ySy = {(%, %) }
Se puede observar que (S, S2) es una base componente y por lo tanto limf es

<_
disconexo.
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Figura 3.10: T'(f1) y I'(f2)

Las grdficas de f{'y fy* se muestran en la Figura 3.11, se puede observar
que no existen L-conjuntos o R-conjuntos en I'(f1) y por lo tanto no existe una

base componente. Asi limf~1 es conexo.
H

Figura 3.11: T(f;) yI(f; )

Para la prueba del Teorma 3.7, mencionaremos primero un lema que muestra
la relacién entre los S-conjuntos en la grafica de la funcién f : I — 27 y los

S-conjuntos en la grafica de f~.
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Lema 3.1. Si f : I — 2! es completa, C es un S-conjunto en T'(f). Y

Ct={(x,y): (y,x) € C}.
Entonces se cumplen los siguientes enunciados.

1. Si C es un L-conjunto entonces C~' es un B-conjunto.
2. Si C es un R-conjunto entonces C~* es un T-conjunto.
3. Si C es un T-conjunto entonces C~* es un R-conjunto.
4. Si C es un B-conjunto entonces C~1 es un L-conjunto.
5. Si C es un T L-conjunto entonces C~* es un B R-conjunto.
6. Si C es un T R-conjunto entonces C~! es un T R-conjunto.
7. Si C es un BL-conjunto entonces C~* es un B L-conjunto.

8. Si C es un BR-conjunto entonces C~' es un T L-conjunto.

Teorema 3.7. Un limite inverso con una sola funcion de ligadura completa f
es conexo si y solo si el limite inverso con una sola funcion de ligadura f=' es

conexo.

Demostracion. Supongamos lim f es disconexo. Entonces Y ;c[1,,I'(f;) es disco-
nexo para alguna n. Supongarz)s que n es minimo para el cual Y1, I'(f;) es
disconexo. Como f; = f para cada i existe una base componente (S, ..., S,)
donde S; C T'(f;) paracadai € [1,n]. Se sigue del Lema 3.1 que (S;*,..., S 1),

donde S, ;11 C I'(f; ') paracadai € [1,n] es una base componente del sistema
de f~1.
El regreso se cumple pues (f~1)~! = f. O

La prueba del siguiente teorema es similar a la del Teorema 3.7.

Teorema 3.8. Supongamos f una sucesion completa. Entonces % ci1.nI'(fi) es

conexo siy solo si *ie[l,n]r(gi) es conexo donde g; = n__liﬂ para cada i < n.
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3.2.2. Componentes grandes y chicas

Bani¢ y Kennedy en [1], mostraron que para toda sucesion completa f, 1im f
tiene al menos una componente C' tal que para cadai € N, 7,41 ,;(C) = I'( f;:l)
En esta seccion requerimos tener presente el Corolario 3.1, la Definiciéon 3.4 y la
Proposicion 3.1

Notemos que si f es una sucesiéon completa y C' una componente chica de
1(1111 f, entonces no necesariamente se cumple que C' es débilmente capturado por

una base componente, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.7. Sea f, una funcion cuya grdfica se muestra en la primera parte de la
Figura 3.12, y f5 es la grdfica de la segunda parte de la Figura 3.12, que contiene

una sucesion de segmentos de linea inclinados que disminuyen su tamarnio y su

11

limite es el punto (5, 5). Para cada i > 2, f; es la funcion identidad.

N —
N =
ha—
| =

[NCY S

Figura 3.12: T'(f1) y I'(f2)

Consideremos el conjunto

o-{(bden) we [l
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Sid<e< % tenemos

1 1 1 1 1 ,
U= <(§—S,§+s> X (§—€,§+€) X <§—5,1} lei)ﬂh;mf

i>2

el cual es una vecindad abierta de C en lim f. Observemos que U es una coleccion
de componentes, donde una de ellas es <CT, y cada una de los demds componentes
es un subconjunto de Iy x [0, 3] x ] I.

Asi, C componente de lim f. Adze>nlzcis, veremos que C no es capturada por una
base componente. Si (S, . %, Sy) es una base componente que captura a C, como
la funcion identidad no contiene un T'-conjunto o un B-conjunto, debe ser el caso
en quen = 2, 5, = {(%, %)} C G(f1)y Sy = [%, 1] X {%} Asi, S; es un

L-conjunto pero Sy no es un T'-conjunto, esto es una contradiccion.

Teorema 3.9. Para toda sucesion completa f, si lim f tiene una componente chica
H
C que no es capturada por una base componente, entonces la coleccion de bases

componentes que la capturan tiene un punto limite en C.

Demostracion. Sea C la coleccién de componentes que capturan a la componente
pequena C'y supongamos | JC N C' = &. Entonces existen abiertos U, V' subcon-
juntos de [] i, talesque C cU c U Cc V,yVn|JC = @.
ieN
Para cada ¢ € N, sea X; = [a;, b;] = 7. Como U es abierto, a; < b; para cada

i . Ahora, para cada i > 0 sea C; la componente de 7, ;1 (U) N I'( f;) que contiene
mii—1(C), y sea G; C I; x I;_; el conjunto C; U B, donde

B = ({az,bz} X Xi—l) U (Xz X {ai_l,bi_l}).

Como cada gréfica I'( f;) es completa, cada I'; es conexo. Parai > 0,sea g; : X; —
2Xi-1 ]a funcién cuya grafica es I';. Por definicién de U se sigue que el sistema
g es completo. Si g admite una base componente (S,,, ..., .S,) donde para cada
i € [m,n], S; C Ty, entonces para cada i € [m,n|, S; C I';, y por lo tanto
(Sm, .., Sp) es una base componente admitida por f, esto es una contradiccion.
Asi, g no admite una base componente y por lo tanto hin g es conexo.

Como cada ¢ es completa existe i tal que m; ;1 (U) # I'(f;), de esta manera

existe un punto (y;,y;—1) € C; \ (m,,—1(C) U B) y por lo que existe un punto
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x € limgtalque z; = y; y x;1 = y;_1. Asi, C # lim g, pero C' C lim g por lo
— — —
que lim g es disconexo y esto es una contradiccion. Por lo tanto | JC N C # @
pa
[

Teorema 3.10. Para toda sucesion completa f, lim f tiene exactamente una com-
H

ponente grande.

Demostracion. Se muestra en [1], mostraron que para toda sucesion completa f,
lim f tiene al menos una componente larga. Supongamos que X y Y son compo-

<—
nenetes grandes distintas de 1im f. Entonces existe n > 0 tal que
H

[0,n] (X) N W[O,n](Y) =,

de otra forma

(W{om (X) x HI) N (mw(y) X HI) + 2,

>n i>n

X=) (mo,n} xX) =[] I@-) ,

i>n

Y =) <7r[0,n} ) <[] I,-)

i>n
y por lo tanto X N'Y # &, y esto es una contradiccion.
Supongamos que existe una sucesiéon completa cuyo limite inverso tiene mas
de una componente grande. Sea n el minimo valor por el cual existe una sucesion

completa g tal que lim g tiene distintas componentes largas X y Yy
H
[0,n] (X) M T[o,n) (Y) = .

Por lo tanto, para toda sucesion g, % ;c[1,n—1)1'(g;) tiene solo una componente
grande. Como I'(g;) es conexo, n > 1.
Sea f es una sucesion completa tal que *ie[l,n]l“( fi) tiene mas de una compo-

nente grande. Sea A el conjunto de las componentes de

{(%a o Tno1) € Wicn-yl(fi) 1 Tn1 = 0} )
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y B las componentes de

{(xn-1,2,) € U(f;) : 21 = 0}.

Entonces, para cada A € Ay B € B, A x B es conexo. Observese que A x B es
homeomorfo a A x By B es un intervalo.

Supongamos C'y D son componentes grandes de Y icpinl'(fi), C # D.
Por la minimalidad de n, Jic1,,—1I'(f;) tiene una componente grande L. Co-
mo 7o,,—1](C) ¥ To,n—1)(D) son conexos y paracadai € [1,n — 1], m;;1(C) =
7,i-1)(D) = I'(f;), la componente que estd contenida en 7; ;_1(C) es grande y la

componente que estd contenida en 7; ;1 (D) es grande. Se sigue que
W[o,n—l](c) = 7T[o,n—l](D) = L.

Sea R C I'(f,,) un subcontinuo irreducible que intersecta a cada uno de los con-
juntos I,, x {0} y I, x {1}. Observemos que 7,,_1(R) = I,,_;.
Como R es irreducible intersecta un elemento B de B.

Sea G = %cpn-1L'(fi) x R. Si 7, (R) es un conjunto singular {a}, entonces
G = Kicpn-11G(fi) X {a}

el cual es homeomorfo a *ie[l,n,l]l“( fi) y por lo tanto tiene una sola componen-
te grande. Si [c,d] = m,(R) y ¢ < d, entonces R es la gréfica de una funcién
completade [c,d] a I,, ;.

Supongamos K; y K5 son componentes grandes de G, K; # K, (recorde-
mos la definicion de tal componente, en este caso 7, ;—1(K7) = I'(f;) para cada
i€ [l,n—1]ymu1 = R,y de manera similar para K, ). Se puede observar
G C KicnnG(fi), asi mon—1)(K1) ¥ To,n—1](£2) son componentes grandes de
*icin-1L'(fi) y por lo tanto

7T[Omfl](Kl) = W[o,n—l](Kz) = L.

Asi, si (xg,...,x,) € K; entonces existe (yo,...,y,) € Ky y son tales que

x; = y; para cada i < n,y existe A € A tal que (xg,...,2,-1) € A. Como
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KiNKy =3, z, # yp. Como (x,, 2, 1) € BY (Yn,yn_1) € B. Se tiene que
(Zoy -y Tn)s (Yo, .-, Yn) € A*x By A B es conexo, esto es una contradiccion.
Asi, existe una tinica componente grande K de G'y 7 ,—1)(K) = L.

Como C' es grande, existe (o, ..., z,) € C tal que (z,,,r,—1) € B.Sea A €
A tal que (zg,...,x,_1) € A. Como (xg,...,z,_1) € Lexiste (yo,...,yn) € K
tal que z; = y; paracadai < ny (Yn, Yn—1) € B. Asi, (To, ..., Zn)s (Yo, -+, Yn) €
A% Bycomo Ax B esconexo, K C C.

Con un argumento similar X C D, esto es una contradiccion .

Por lo tanto *ie[l,n]r( fi) tiene una sola componente grande

O

Corolario 3.4. Silim f es disconexo entonces este tiene una componente chica.
—

3.2.3. Numero de componentes de un limite inverso

En esta seccidn mostramos resultados relacionados con la cardinalidad de las

componentes de un limite inverso. Consideremos el Problema 6.6 de [8], que dice:

Problema 1. ;Qué sucede con los limites inversos con una sola funcion de liga-

dura cuya grdfica es la union de dos funciones sin puntos de coincidencia?

En [5] da una respuesta en relacion a la conexidad dando a conocer el nimero

de componentes del limite inverso.

Teorema 3.11. Un limite inverso con una sola funcion de ligadura cuya grdfica

es la union de dos funciones sin un punto de coincidencia tiene ¢ componentes.

Demostracion. Supongamos que ¢,h : [0,1] — 2[%U son funciones continuas
tales que I'(¢)NT(h) = @,y F : [0,1] — 2% es usc cuya grificaes T'(g) UT'(h).
Sea F la coleccién de todas las sucesiones { f; }.cn tales que paracadai f; = g

o bien f; = h. Entonces
n | F |: C
= Sif € F entonces lim f es conexo y una componente de lim F'.
— —

Se sigue que lim F' tiene ¢ componentes.
H
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Tal vez el ejemplo mas conocido con relacion al Teorema 3.11, es una sola
funcién de ligadura f donde I'(f) = I x {0,1} como se muestra en la Figura
3.13. En este ejemplo bien se sabe que lim f es el conjunto de Cantor.

El limite inverso y los productos deTVIahavier generados por una funcion de

ligadura completa f pueden tener ¢ componentes. Daremos otro ejemplo.

n

(0,0) (1,0)

Figura 3.13: Grafica de g

Ejemplo 3.8. Sea C' C [0, 1] el conjunto de Cantor ternario y sea

C—{x—gl:xEC'}.

Sea g : [0,1] — 20U una funcion cuya grdfica se muestra en la Figura 3.13, y

contiene ¢ lineas horizontales y ¢ lineas verticales, cada coleccion estd posicio-
nada de acuerdo al conjunto C' como es indicado.

Para cada i > 0, cada sucesion {A;, B; 1} donde

AZ‘E{{(%,C)}CIZ‘XIZ‘_licGC}
1
Bi+1€{{(0,§>}C]H_lXIZ'ZCGC}
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es una base componente. Si

(w0, 21, 72), (Yo, y1,92) € I'(g) x I'(g)

y cada triada de la forma (c, %, d) donde c,d € C' entonces

(%;1317372) y (y07y17y2)

estdn solo en la misma componente de I'(g) x I'(g) si (zo,x1,22) = (Yo, Y1, Y2)-
Ast, I'(g) = I'(g) tiene ¢ componentes y por lo tanto cualquier Producto de Maha-

vier, con g como unica funcion de ligadura, tiene ¢ componentes.

En el ejemplo anterior, el limite inverso tiene ¢ componentes, y asi lo hacen
cada uno de los productos de Mahavier de g. Veamos que es posible que un limite
inverso con una sola funcion de ligadura completa tenga ¢ componentes, pero todo
producto Mahavier generado por la funcidn tiene solamente una cantidad finita de

componentes.

Ejemplo 3.9. Para cada i > 0 sea f; : [0,1] — 20U cuya grdfica se muestra en

la Figura 3.14. Para cada i > 0 los singulares A; = {(3,3)} vy B; = {(3,%)}
11

son L-conjuntos en U'(f;) y los singulares C; = {(5, 5)} yD; = {(%, %)} son

T-conjuntos en U( f;). Asi, para cada i € Ny cada uno de los conjuntos
(Ai, Cis1), (Bi, Cis1), (Ai, Disa) y (Bi; Diga)

es una base componente. Para cada i € Ny los puntos x,y € limf y cada una
—

de las triadas (x;, x; 11, Tiv2) ¥ (Ui, Yis1, Yir2) es alguna de las siguientes triadas
111 112 211 21 2
— — — — — — — — — 0 — — —
3'2"3)7\3'2’3)°\3° 2’3 37273
entonces X,y estdn en la misma componente de lim f si
—

(5% Tit1, xz‘+2) = (?Ji; Yi+1, yi+2)'

Para cualquier x € lim £, cada sucesion cuadruple de x puede ser de la forma
pa
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(i, Tiv1, Tito, %) donde (x;,x;1,%;12) es alguno de los siguientes valores

111\ /112\ /211 21 2
3'23)\32°3)'\3°2°3) 9 \3°2°3 )"

Existen ¢ de tales puntos y cualesquiera dos de ellos debe diferir sobre alguna

triada que corresponde a una de las 4. Ast que existen ¢ componentes.

who

N

o

Figura 3.14: El limite inverso tiene ¢ componentes

Teorema 3.12. Si f es una sucesion completa, k > 1y para cada v < k, 0, =
(Sh ..., S. ) es una base componente tal que S;; C I'(f;,) y 0; # 0, si i # J,
entonces existen k + 1 componentes pequerias disjuntas por pares Cy, Cy, . .., Cy

tales que para cada i, Ty, 1 ,)(C;) es una componente grande de S}, - --% S}, .

Demostracion. Para cada i < k, sea D; una componente de lim f tal que
(—

W[mifl,ni} (Dz)

es una componente grande de K icjm, n,)S;- Supongamos que para algunos i, j,
m; < m; < n; <n;yD; = D;. Entonces para cada [ € [m;,n,], Sf = SJ.
Asi S;, = S}, esun L-conjunto o un R-conjunto, y S, = S}, es un T-conjunto
0 B-conjunto. Si m; < m; entonces (anj, ...,S}) es una subsucesién propia

de o; que es una base componente. Si n; < n; entonces (Sf;lj, ..., S ) es una
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subsucesion propia de o; que es una base componente . En otro caso tenemos una
contradiccion. Asi, si m; < m; < n; < n;entonces D; # D;.

El argumento es similar si m; < m; < n; <n;om; < m; <n; <n,. Porlo
tanto, si D; = D; entonces n; < m; o n; < m;.

Supongamos que el orden es para cada i < k, n; < m;iq.

Para cada j < k, como fmj es completa y 7rmj7mj_1(Dj) es L-conjunto o R-
conjunto, se sigue que existe una componente £; de (mp,, (D;) % 1;_1) N '(fm,)

tal que £; es L-conjunto o un [2-conjunto,
Ej N ij,mj—l(Dj) = @,

es decir, IJ; N Sfﬁj = gyrmy(E)) = WH(Sm;) Como f es completa, existen

xeDjyye 1(1’Lnftales qQUe Y, = Tm; Y (Ymy> Ym;—1) € Ej. Asi,

P = (Yo;- - s Ymy—15 Ty s Tyl - - -) € Him £
(—

Ahora mostraremos que si ¢ > j entonces existe una componente K de

anii—l,ni] (*lé[miﬂli] (Sll>>

tal que
1. T, —1,n,](K) €s una componente grande de K icpm, n,) (SH),y
2. T, m;—1(K) = E; y por lo tanto K es disjunto de D).

Para cada [ > m; sea X; = m/(D;). Paratoda ! > m;, sea I'; = m;_1(D;). Asi
Tm,,00)(D;) €s una componente grande de Y~ [ Sea Gy, = E;. Sil < my,
y I';, X; ya han sido definidas, sea X; ; = m(I';) y cada componente I';_; de
Xi-1 x I1_5 tal que my(FE;—1) = X;_;. Como cada I'; puede ser considerado
como la grafica de una funcién usc sobreyectiva de X; a 2-1, por la Proposicién
3.2, %-ol’; tiene una componente grande K, y K es componente de lim f que
satisface (1) y (2). -

Sea Cy = Dy. Si D, N Cy = @ entonces Dy = C1. Si D1 N Dy # & entonces
sea ('} una componenete de 1<£n f tal que
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u 7"—mo,mo—l(C'1> = EO’ y
" Tm,—1,,,](C1) s una componenete grande de Jc(m, 1,57 -

Tal componente existe pues Dy # D;, y por lo tanto mg < ng < mq. Asi,
C) es una componente pequea, 7, —1,m,](C1) es una componente grande de
Kicimm] Sty C1NCo= 2.

Supongamos i € [0,k — 1] y

= para cada j < i existe una componente pequefa C; tal que 7y, —1,;(C})

es una componente grande de *le[mjmj}Sj Y%
= los elementos de la coleccién {C} : j < i} son ajenos por pares.
Si para cada ! < i, D,y # Cj sea Cj11 = D;yq, de otra forma sea A; ;1,11 =

D;4. Supongamos j < i+ 1, A, ; han sido definidas y si j < ¢ entonces

Tmys1—1,00) (Ait15) = Tlmyr,00) (Air1,11),

i+1
y por o tanto 7, —1,00) (A;+1;) es una componente grande de Kicimisrnia]dr -
Si Ajp1,; # Dj_1,entonces sea A; 41 j_1 = A1 5, de otraforma hacemos A, j_;

una componente de lim f tal que
(_
B TMm;—1,00) (Ai—i-l,j—l) = W[mjfl,oo)(Ai-i-l,j) y
u ij—l,mj_l—l(Az‘H,j—ﬂ = Ej—l-

Para demostrar que A, ;_; existe es equivalente en demostrar la existencia de
una componente K que satisface (1) y (2), como m;_; < m;.
Por lo tanto, para todo [ € [j,i|. Ai41,1NC =Dy

71-[mj,oo) (AH»I,]?I) = 7T[mj,oo) (AiJrl,j) .

Sea Ciy1 = A;y10. Asi, por induccién obtenemos una coleccién de compo-

nentes pequefias {C; : j < k} que son ajenos por pares. ]

Teorema 3.13. Sea f una sucesion completa con una sola funcion de ligadura f.

Si lim f es disconexo entonces tiene una cantidad infinita de componentes.
«—
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Demostracion. Como I(El f es disconexo el sistema admite una base componente
(So,...,Sy). Como f es una sola funcién de ligadura la base es repartida sobre
cualquier sucesion de n + 1 funciones, es decir, existe una base con exactamente
los mismos S-conjuntos en I'( f), esto ocurre sobre cada sucesion de n+ 1 funcio-
nes. Por lo tanto, existe una cantidad infinita de bases componente y el resultado
se sigue del Teorema 3.12. ]

El teorema anterior requiere de una sola funcion de ligadura. No siempre es
cierto cuando se tiene mds de una funcién de ligadura. El ejemplo cldsico que
muestra esto es el dado por Ingram en [8, Ejemplo 2.1] y que describimos en el
Ejemplo 3.2.

Ademas, recordemos la definicién de descomposicion de una gréfica en subgrafi-
cas fibra-conexa.

Teorema 3.14. Si cada grdfica tiene una descomposicion en subgrdficas fibra-
conexa entonces para todo n € N, %;c;1 ) I'(fi) tiene un niimero finito de compo-

nentes.

Demostracion. Las gréficas que tienen una descomposicion finita en subgréficas
fibras-conexas tienen solo una cantidad finita de S-conjuntos, y por lo tanto para
todan € N, J;c(1,,['(f;) tiene solo una cantidad finita de bases componente. Asi
que por Teorema 3.9 Y ;c[1,,I'(fi) tiene solo componentes chicas y para cualquier
n € N, son capturados por bases componentes y por el Teorema 3.10 existe una
sola componente grande. Asi *ie[l,nﬂ’( fi) tiene una cantidad finita de componen-
tes. ]

Finalizamos nuestro trabajo en el siguiente ejemplo que muestra una sucesion
completa f que tiene un ndmero finito de bases componente, pero lim f tiene ¢
p—

componentes.

Ejemplo 3.10. Sean f, y fo dos funciones cuya grdfica se muestra en la Figu-
ra 3.15 y Figura 3.16 respectivamente y para cada © > 2 sea f; cuya grdfica se
muestra en la Figura 3.17. Observese que ({(3,3)},{(2,1)}) es base compo-
nente. Para cualquier x € {fiﬂf tal que vy = 11 = }1 Y Xy = %, el singular {x} es

una componente de lim f y hay ¢ componentes.
«—
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No Conexidad

(& 3

Figura 3.15: I'(fo)

(33

Figura 3.16: I'(f1)

Figura 3.17: I'( f3)
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